CONCURSUL GAZETA MATEMATICA SI VIITORIOLIMPICI.RO 1

@

ViitoriOlimpici.ro
Etapa finala, Editia a XIII-a, 2022

Clasa a XI-a

Problema 2. Fie ¢ un numar real si f : R — R o functie continua astfel incat f este derivabila
pe R, f" este derivabila, cu derivata continua pe R\ {a}, iar f” are limite laterale finite in punctul
a.

Aratati ca exista o functie g : R — R, de doua ori derivabila pe R, si numerele reale m si n
astfel Incat

f(z) = g(x) + (mz + n)|x — a|, oricare ar fi numarul real x.

Solutie. Avem g(z) = f(x)—(mxz+n)(z—a) pentru x € [a,00) si g(z) = f(x)+(mz+n)(z—a)
PENEIU T € (00, 0] o vttt et 1p
Rezulta ca g este derivabila si ¢'(z) = f'(z) — sgn(z — a)(2mz — am +n) pe R\ {a}, ¢.(a) =
f'(a) + ma+nsi gj(a) = f'(a) — ma — n, iar pentru ca g sa fie derivabila in a este necesar si

suficient ca ma 4 1 = 0. ..o 3p
Apoi ¢’ este derivabila pe R\ {a}, ¢7(a) = f/(a) + 2m si g/j(a) = f/(a) — 2m, iar pentru ca g
sa fie de doua ori derivabila In a este necesar si suficient ca 4m = f7(a) — f/(a).............. 2p

(a)—f{(a)
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Astfel, pentru m = 4 si n = —ma obtinem functia ceruta .............. ... ... 1p



