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Etapa finală, Edit, ia a XIII-a, 2022

Clasa a XI-a

Problema 3. Fie m,n două numere naturale nenule. Determinat, i toate perechile (A,B) de
matrice A ∈ Mm(R) şi B ∈ Mn(R), care au proprietatea

AXB = X, oricare ar fi X ∈ Mm,n(R).

Solut,ie. Fie A =
(
aij

)
1⩽i⩽m
1⩽j⩽m

, X =
(
xjk

)
1⩽j⩽m
1⩽k⩽n

s, i B =
(
bkl

)
1⩽k⩽n
1⩽l⩽n

. Atunci avem AXB =(∑m
j=1

∑n
k=1 aijxjkbkl

)
1⩽i⩽m
1⩽l⩽n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Alegem xjk = 1 pentru j = j0, k = k0 s, i xjk = 0 ı̂n caz contrar. Din AXB = X reiese
aj0j0bk0k0 = 1 şi aij0bk0l = 0 pentru i ∈ 1,m \ {j0} sau l ∈ 1,n \ {k0} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Cum j0 ∈ 1,m şi k0 ∈ 1,n au fost alese arbitrar, obţinem a11 = a22 = . . . = amm = a,
b11 = b22 = . . . = bnn = b, cu ab = 1 şi aij = 0 pentru i ̸= j, bkl = 0 pentru k ̸= l, adică A = aIm,
B = bIn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Evident, A = aIm, B = bIn, cu a,b ∈ R, ab = 1 convin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p


