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PRINCIPIUL INCLUDERII SI EXCLUDERII

ABSTRACT. Articolul prezinti o modalitate de numarare folosind
operatiile cu multimi si cardinalul unei multimi finite.

Lectia se adreseaza clasei a VI-a.

Autor: Ton Cicu, Profesor, Scoala gimnaziala nr. 96, Bucuregti

In cele ce urmeazi toate multimile cu care vom opera sunt multimi
finite sau altfel spus multimi cu un numar finit de elemente. In acest context
vom fi preocupati de aflarea numarului de elemente al reuniunii a doua sau
trei multimi.

Definitie Numim cardinal al unei multimi numarul de elemente al
multimii.

Cardinalul unei multimi se notaza cardA sau |A|.

Exemplu Fie A = {a,b,¢,d, e}, atunci cardA=5, deoarece multimea
A are 5 elemente.

Sa remarcam urmatorul fapt evident:

Observatia 1
Dacd A si B sunt doud multimi disjuncte (A N B = (), atunci
card(AU B) = cardA + cardB.

Ne intereseaza acum cardA U B in cazul in care multimile nu sunt
disjuncte (AN B # 0)

Pentru inceput vom mai face cateva observatii.

Observatia 2
Pentru dou# multimi A si B sunt adevirate afirmatiile:

. A—-B=A-(ANB)
2. card(A — B) = cardA — card(AN B)

Faptul ca afirmatiile de mai sus sunt adevarate rezultd imediat din
Figura 1. Cand scriem diferenta dintre multimile A gi B, din multimea B ne

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro



)ViitoriOlimpici.ro Concursul Gazeta Matematics si Viitoriolimpici.ro

intereseaza numai elementele care se gasesc gi in multimea A, adica elementele
comune lui A si B.

Figura 1

Figura 2

Figura 2 ne aratd cd reuniunea multimilor A gi B o putem privi gi ca
reuniune intre multimile A — B gi B. Practic inseamn3 ca atunci cand scriem
reuniunea a doud multimi vom scrie mai intai elementele uneia dintre multimi
(in cazul nostru B) apoi elementele din cealaltd multime care nu se gisesc
in multimea pe care deja am scris-o (in cazul nostru A — B). Acest lucru ne
permite sa formuldm

Observatia 3
Daca A si B sunt doud multimi finite, atunci

AUB=(A-B)UB

Teorema 1 Dacid A si B sunt doud multimi finite, atunci

card(AU B) = cardA + cardB — card(AN B)

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro



)ViitoriOlimpici.ro Concursul Gazeta Matematics si Viitoriolimpici.ro

(Principiul includerii si excluderii pentru doud multimi)

Demonstratie: Afirmatia din enuntul teoremei este evidenta daca
avem in vedere ci reuniunea a doud multimi inseamna " si scriem impreuna
elementele celor doud multimi, avind grija ca elementele comune sa nu se
repete." Adunand cardinalele celor doud multimi este evident cd numé&rul
elementelor comune (din AN B) au fost adunate de doud ori, deci va trebui
s le scadem.

Sa incercam acum o demonstratie mai riguroasi. Din Observatia 3
putem scrie:

card(AU B) = card((A— B)UB) (1)
Cum multimile A — B gi B sunt disjuncte, din Observatia 1 avem:
card((A— B)U B) = card(A — B) 4 cardB (2)
Cu aceasta relatia (1) devine:
card(AU B) = card(A — B) + cardB (3)
Acum, datorita punctului 2 din Observatia 2, relatia (3) devine:
card(AU B) = cardA — card(AN B) + cardB

si teorema este demonstrata.

O teoremd aseminatoare se poate demonstra gi pentru trei sau mai
multe multimi finite. Ne vom limita la a demonstra teorema in cazul a trei
multimi.

Inainte de aceasta s retinem:

Observatia 4

Daca A, B si C sunt trei multimi atunci

1. AUB)NC=(AnC)Uu(BNCQC)
2. (AnC)Nn(BNC)=AnBnC

Aceastd observatie poat fi ugor verificatd pe un exemplu.

Teorema 2
Dacid A, B gi C sunt trei multimi finite, atunci

card(AU BUC) = cardA + cardB + cardC — card(AN B) — card(ANC) —
card(BNC)+ card(ANBNC)
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(Principiul includerii gi excluderii pentru trei multimi)

Demonstratie Avem succesiv: card(AUBUC) = card((AUB)UC) =
card(AU B) + cardC — card((AUB)NC) = cardA+ cardB — card(AN B) +
cardC — card((ANC)U(BNC)) = cardA + cardB + cardC — card(AN B) —
(card(ANC)+card(BNC) —card(ANCNBNC)) = cardA + cardB +
cardC — card(AN B) — card(ANC) — card(BNC) + card(AN BN C).

Agadar, teorema este demonstrata.

Acum sd incercadm si rezolvam doud probleme folosind principiul in-
cluderii gi excluderii:

Problema 1

Intr-o clasa 18 elevi vorbesc limba germand, 15 elevi vorbesc limba
franceza, iar 7 elevi vorbesc gi limba germani gi limba franceza. Cati elevi
sunt in clasa?

Solutie: Vom nota cu A multimea elevilor care vorbesc limba germana,
iar cu B multimea elevilor care vorbesc limba franceza. Atunci multimea
elevilor care vorbesc ambele limbi va fi AN B, iar multimea elevilor din clasa
este reprezentatd de AU B.

Cu aceste notatii, numéarul elevilor din clasa este card(AU B) i avand
in vedere Teorema 1 vom scrie:

card(AU B) = cardA + cardB — card(A N B)

Dar cardA = 18 (18 elevi vorbesc limba germand), cardB = 15 (15 elevi
vorbesc limba francezi) si card(AN B) = 7 (7 elevi vorbesc si limba germana
gi limba franceza)

Cu acestea rezulta

card(AUB) =18+ 15 -7 =26

In concluzie, in clasa sunt 26 de elevi.

Problema 2

Intr-o clasi cu 24 de elevi 10 elevi joaca fotbal, 12 elevi joaca baschet,
iar 8 elevi joaca volei. Se stie cid 2 elevi joacd si fotbal si baschet, 3 elevi
joaca si baschet si volei, iar 2 elevi joaca si fotbal gi volei. Aratati ca existd
cel putin un elev care joaca si fotbal gi baschet gi volei.

Solutie: Vom nota A multimea elevilor care joaca fotbal, B multimea
elevilor care joacd baschet si C' multimea elevilor care joacd volei. Atunci
multimea elevilor din clasa inseamnd AU B U C, multimea elevilor care joaca
si fotbal gi baschet va fi A N B, multimea elevilor care joacd i baschet si
volei va fi B N C, iar multimea elevilor care joaca sgi fotbal gi volei va fi

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro



I:--:__\\__ >‘ V| ItO I'I OI l m p lCl " I‘O Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

AN C. In sfarsit, multimea elevilor care joacd i fotbal si baschet si volei va
fi reprezentati de AN BNC.
Din Teorema 2 avem:

card(AU BUC) = cardA + cardB + cardC — card(AN B) — card(ANC) —
card(BNC) + card(ANBNC) (1)

Dar card(AU BUC) = 24, cardA = 10, cardB = 12, cardC = 8,
card(ANB) =2, card(BNC) =3 i card(AUC) =2,

Inlocuind in (1) avem:
24=10+12+8—-2—-3 2+ card(ANBNC)
de unde rezulta
cardANBNC) =1

ceea ce ne aratd cid existd un elev care joaca si fotbal gi baschet si volei.
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