CONCURSUL GAZETA MATEMATICA SI VIITORIOLIMPICI.RO

ViitoriOlimpici.ro
Etapa finala, Editia a XIII-a, 2022

Clasa a [X-a

Problema 3. Fie I centrul cercului inscris triunghiului ABC', iar X, Y si Z centrele cercurilor
inscrise triunghiurilor BIC, C'I A, respectiv AI B. Fie, de asemenea, M, N si P centrele cercurilor

inscrise triunghiurilor BXC', C'Y A, respectiv AZB.

a) Aratati ca daca perimetrele triunghiurilor AIB, BIC si C'IA sunt egale, atunci triunghiul

ABC este echilateral.
b) Demonstrati ca dreptele AM, BN si C'P sunt concurente.

Solutie:

a) Notam cu P(UVW) perimetrul uni triunghi UVW. Fie ABC un triunghi in care este

verificata ipoteza. Daca A > B, atunci BC > AC, iar

r r

bl = sin(B/2) ~ sin(A/2)

= Al

i rezulta cd P(BIC) > P(CTA). ...

Prin contrapozitie obtinem ca ABC este echilateral............. ... ... ... ... ... ... ...,

b) Aplicam varianta trigonometrica a teoremei lui Ceva. Avem astfel:

sin(BAM) sin (%€) sin(Z)  sin(BAM) sin(ACM) sin(CBM)
sin(]\m) sin (§)  sin () Sin(]\m) sin(m) sin(]\m)

sm(z?C\P) sin (Z2) ~sin (2) _ sm(A/C\P) _ sin(gB\P) sm(@) 1

sin(PCB) sin(§) sin(%)  sin(PCB) sin(PBA) sin(PAC)

sin(CBN) sin (%) _sin (€) _ sm(@) ‘ sm(W) . sin(A/CW) -

sin(NBA) sm (£) sin(%) sin(NBA) sin(NAC) sin(NCB)

T P PRI 2p
Inmultind relatiile (1), (2) si (3) obtinem
sin(m) sin(A/C\P) sin(@) _q

sin(m) sin(fC\B) sin(@)

de unde rezulta ca dreptele AM, BN si C'P sunt concurente. ................cooiiiiiaann...



