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Problema 1. Fie A, B matrice de ordin 3, cu elemente numere reale, astfel
incat | det(A + zB)| < 1, pentru orice numér complex x de modul 1.
Ardtati cd |det A] < 1.

Solutie. Determinantul det(A+xB) := f(z) este o functie polinomiald de forma
f(z) =a+bx +cx? +da?, cu a = f(0) = det A. Observam ci

[dal = (1) + f(=1) + f() + f(=D)] <4,

de unde rezultda imediat concluzia.

Problema 2. Fie (a,),>1 un sir de numere reale strict pozitive astfel incat

lim “=£ = o > 1. Ardtati cd sirul (b, )1 dat de b, = “F2EEEL are o limitd
n—oo n

¢. Care este valoarea minima a lui ¢ 7

Solutie. Din ipoteza rezulta ca sirul a,, este strict crescator de la un rang incolo,
deci are o limita A > 0. Daca X ar fi numaér real, atunci am obtine contradictia
On+1 A ) —
2 — §=14# a, deci A = +o0.

an

Fie s, = a1 +as+ -+ + apy1. Avem

2
Sp+1 — Sn (n42 1 1 «

_ _ An4+1 _ _ap An+1l l - L _
an+1 an an+1 an An+42 An+1 An42 « a? « 1

Din cele de mai sus reiese, conform teoremei Stolz-Cesaro, ca sirul b, are limita
o?/(a—1) > 4.

Cum valoarea 4 se atinge pentru o = 2 (obtinutd, de exemplu, pentru (a,)n>1
progresie geometrica de ratie 2), reiese cd valoarea minima a lui ¢ este 4.

Problema 3. Fie f : [0,1] — [0, 1] o functie continui si (a,),>1 un sir dat de
a; € [0,1], any1 = f(a,) pentru n > 1.

a) Ardtati cd, dacd (ap41 —an) = 0si a < [ sunt doud puncte limita ale sirului
(ap)n>1, atunci f(x) = x pentru orice x € [a, f].

b) Deduceti ca sirul (a,),>1 este convergent daca si numai daca lim (a,11—a,) =
n—oo

0.

Solutie. a) Fie (aj,)n>1 — « un subsir al sirului (a,),>1. Atunci a;, 41 =
f(a;,) = f(a), iar ipoteza a;, 11 — a;, — 0 duce la f(a) = a.

Analog, folosind un subsir ax, — (, obtinem f(8) = (. S& observam si c&
putem alege indicii astfel incat j, < k, < Jni1-

Fie acum z € (o, 8). Avem a;, < x < ay, pentrun > ng. Pentru fiecare n > no,
fie i, cel mai mic indice ¢ pentru care j, < i < k, si a; < < a;41 (existd cel
putin un astfel de indice). Din a;, < = < a;,+1 s a;,11 — a;, — 0 rezulta a;, — «
si apoi, ca mai sus, f(z) = .

b) Implicatia ,=" este evidenta.

Pentru reciproca, rationam prin reducere la absurd. Intr-adevir, dacd presupu-
nem ci (an),>1 are doudi puncte limitd o < /3, atunci alegem = € («, 5). Ca mai
sus, deducem c# exista un subsir a;, — x, deci existd ¢ astfel incat a; € [, 5]. Dar
atunci a,, = a; pentru n > i, deci a,, = a; — contradictie.
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