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PATRATE PERFECTE

ABSTRACT. Materialul se adreseaza in principal elevilor din clasele a V-
a gi a VI-a gi reprezinta o colectie de definitii, proprietati, exemple, metode,
exercitii de transfer, ce au in comun notiunea de patrat perfect.

Lectia se adreseaza claselor a V-a gi a VI-a

Autor: Gabriel Vrinceanu

Definitie 1. Un numér natural se numeste patrat perfect daca se poate
scrie ca puterea a doua a unui numar natural.

Exemple 1. Numirul 9 este patrat perfect deoarece se poate scrie 32.

Numsirul 256 este pitrat perfect deoarece se poate scrie 162.

Exemplele pot continua; luim orice numar natural n, calculam n? si astfel
gasim un patrat perfect.

Procedeul de mai sus prin care gasim patrate perfecte ne permite sa
stabilim care este cifra unitatilor oricarui patrat perfect. Putem construi
urmatorul tablou

u(n) [O]1[2]3]4]5[6][7][8]9
um?)Jo[1]4][9]6[5[6]9]4]1

in care am notat u(n) cifra unitdtilor lui "n” si u(n?) cifra unititilor lui

1 1’12” )

Comentariu. Tabloul de mai sus ne aratd ca numai anumite cifre pot
reprezenta cifra unitatilor unui patrat perfect. Dar atentie, daca cifra unitatilor
unui numar este 0, 1, 4, 5, 6 sau 9 nu inseamna ca acesta este sigur patrat
perfect.

Exemple 2. Numarul 16 este patrat perfect ( 4> = 16), dar 26 nu este
patrat perfect, desi are cifra unitatilor tot 6.

Tot din tabloul de mai sus deducem si un alt fapt, de data aceasta cu
siguranta adevarat si anume:

Teorema 1. Un numdr care are cifra unitatilor 2, 3, 7 sau 8 nu este patrat
perfect.

Exercitiu 1. Aratati ca numarele a = 5n 4+ 2 si b = 5n + 3 nu sunt patrate
perfecte.

Solutie. Notam wu(z) cifra unitatilor lui x.
1
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2 ARITMETICA

Avem u(5n) este 0 sau 5, de unde u(5n+2) este 2 sau 7 si in baza teoremei
1 rezulta ca a nu este patrat perfect.
La fel u(5n + 3) este 3 sau 8 si deci nici b nu este patrat perfect.

Comentariu. Din acest exercitiu ar trebui retinut ci un patrat perfect nu
poate fi de forma 5n + 2 sau 5n + 3.

Definitie 2. Numerele n? si (n+1)? se numesc patrate perfecte consecutive.

Cu aceasta definitie putem formula

Teorema 2. Intre doud patrate perfecte consecutive nu exista niciun alt
pdtrat perfect.

Consecinta. Daca numarul natural a are proprietatea ca exista n natural
astfel incat n? < a < (n + 1)2, atunci a nu este patrat perfect.

Exercitiu 2. Fie n un numar natural nenul. Aratati cad n(n + 1) nu este
patrat perfect.

Solutie. Este evident ca
n<n+1 (%)

Inmultim relatia (*) cu n si obtinem
n? < n(n+1) (%)
Inmultim acum relatia (*) cu n + 1 si obtinem
n(n+1) < (n41)% (x % %).
Din (**) gi (***) rezulta
n?<nn+1)<(n+1)3

Deoarece n(n + 1) este cuprins intre doua patrate perfecte consecutive, in
baza teoremei 2, rezulta ca nu este patrat perfect.

Comentariu. Sa retinem ca produsul a doua numere naturale nenule con-
secutive nu este patrat perfect.
Acum, intorcandu-ne la definitia patratului perfect este evidenta urmatoarea

Teorema 3. Orice putere cu exponent par este un patrat perfect.

Justificare. Fie puterea a?”, adici o putere cu exponent par. Din pro-
prietatile puterilor putem scrie

a2n _ (an)Q
ceea ce aratd ci a®" este patrat perfect.

Comentariu. Atentie! Dacéd avem o putere cu exponent impar nu este
sigur ca aceasta nu este patrat perfect.
De exemplu
493 — (72)3 — 72-3 _ (73)2
asadar este patrat perfect.
In legatura cu patratele perfecte este util sa retinem urmatoarele rezultate:

Propozitia 1. Produsul a doua patrate perfecte este un patrat perfect.
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ARITMETICA 3

Justificare. Fie a? si b? cele dous patrate perfecte.
Avem

a®-b* = (a-b)?
ceea ce justifica afirmatia din enunt.

Propozitia 2. Suma a doud patrate perfecte poate sa fie sau poate sa nu
fie patrat perfect.

Justificare. Vom da doua exemple.
324+42=94+16=25=5"
adica suma a doua patrate perfecte este patrat perfect.
4% +5% =16+ 25 = 41
care arata ca suma a doua patrate perfecte nu mai este patrat perfect.
Propozitia 3. Un numar prim nu este patrat perfect.

Justificare. Sa presupunem ca numarul prim p este patrat perfect. Atunci
exista un numir natural n astfel incat p = n? sau p = n - n. Din ultima
relatie deducem ca n este un divizor al lui p. Dar p era numar prim (are ca
divizori numai pe 1 si pe el insusi). Inseamni ci presupunerea facuta este
falsi. In concluzie, numerele prime nu sunt patrate perfecte.

Propozitia 4. Un numar natural descompus in factori primi este patrat
perfect daca toti factorii au exponenti pari.

Justificare. Fie A = p{* - p3? .- - pZ’“ (descompunerea in factori primi a
lui A). Cum numerele prime nu sunt patrate perfecte nu vom putea sa ne
aflam In situatia descrisa in Comentariu de la teorema 3. Asadar, pentru
ca A sa fie patrat perfect trebuie s& avem toti exponentii numere pare (vezi
Teorema 3).

Consecinti. Daci un numéar prim p divide un patrat perfect A, atunci p?

il divide pe A.

Comentariu. Consecinta de mai sus ne ajuta sa demonstram ca un numar
nu este patrat perfect.

Exercitiu 3. Aratatican=1-2-3-...-20 nu este patrat perfect.

Solutie. In produsul din enunt apare factorul 19, deci n se divide cu 19.
Daca n ar fi pitrat perfect ar trebui si se divida cu 192, dar acesta nu apare
in produsul care da numarul n. In concluzie n nu este patrat perfect.

Propozitia 5. Un patrat perfect are un numaéar impar de divizori naturali.

Justificare. Daca A = p{* -p,?-----p*, atunci numérul divizorilor naturali
ai lui A este (n; +1)(ne +1)(ng+1)--- (ng + 1).
Daca A este patrat perfect, atunci numerele ny, nog, ng, --- ng sunt

numere pare (vezi propozitia 4). Rezultd de aici ca fiecare paranteza din
produsul (ny +1)(n2 + 1)(ng +1)--- (ng + 1) este un numar impar, asadar
tot produsul este par. In concluzie, numarul divizorilor lui A este impar.
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4 ARITMETICA

Consecinta. Daca un numar natural are un numar par de divizori, atunci
el nu este patrat perfect.

Se mai pot spune multe lucruri legate de patratele perfecte, dar acestea
depasesc nivelul clasei a VI-a. Ne vom opri aici, nu inainte de a prezenta,
fara justificari, cateva rezultate utile in problemele cu patrate perfecte.

Propozitia 6. Nu exista patrate perfecte de forma 3k + 2, k € N.
Propozitia 7. Nu exista patrate perfecte de forma 4k +2 sau 4k+3, k € N.
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