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Solutii si baremuri — Clasa a XI-a

Problema 1. Fiea € (-1,1),be R, ke N'giq e R, 0<i<k—1.
Studiati convergenta sirului (z,)neny definit prin x; = ¢;, 0 < i < k —1 i
Tpik = ax, + b pentru n € N.

Solutie. Fie x solutia ecuatiei x = ax + b. Atunci z, — z = a(x, — x),
deci z,, = al™*lc, + z,unde n =7 (mod k)........... ... ... 4p
Cum a € (—1,1), rezult@ &, — To oo 3p

Problema 2. Fien € N* gi A € M, (Z), cu det(A) = 0. Demonstrati
ca exista B,C € M, (Z) astfel incat C' # O,, si A™ = B™ — C™, oricare ar fi
m € N*.

Solutie. Cum det(A) = 0, sistemele omogene AK = 0,1, K € M, ;(R)
i LA = Oy, L € M;,(R) au solutii nebanale. Deoarece A € M, (Z),

aceste solutii pot fi luate cu elemente rationale; prin inmultire cu un factor
convenabil, ele pot fi facute sa aiba coeficienti intregi. Fie C' = KL € M,,(Z);

AVEINL C' £ Opee oo 5p
Deducem AC' = CA = O,,, de unde rezulta imediat prin inductie ca (A +
C)Y" =A™+ C™ ¥Ym € N* deci putem lua B=A+C.................... 2p

Problema 3. Pentru orice functie f : R — R definim functia gy : R — R
prin g¢(z) = f(z —sinx).

a) Demonstrati ca daca gy are limita in 0, egala cu ¢ € R, atunci f are
limita in 0, iar aceasta este tot /.

b) Demonstrati ca este posibil ca gy sa fie derivabila in 0, dar f sa nu fie
derivabila in 0.

Solutie. a) Functia v : R — R data de u(z) = x — sinz este strict
crescatoare gi surjectiva, deci are inversa v. Cum u este continua, rezulta
CA v este CONLIMUA. . ... e 2p

Din gy = f ou rezulta f = gy o v, din continuitatea lui v deducem

lim v(z) = v(0) = 0,
z—0
iar concluzia rezulta din teorema referitoare la limita unei compuneri de functii
(observand ca v(z) 0 daca @ # Q). 2p
b) Pentru f(x) = /z, f'(0) = +o0, iar



