Lectie pentru clasa a VllI-a sau a IX-a,
Cristina Ciors, clasa a Vll-a

Teorema lui Pick

Teorema: Intr-un sistem cartezian se considerd un poligon ale carui varfuri au
coordonatele intregi. Atunci aria poligonului este data de formula : S=a+b/2-1, a reprezinta
numarul de puncte de coordonate intregi din interiorul poligonului, iar b reprezinta numarul
de puncte de coordonate intregi care apartin poligonului.

Pentru a demonstra teorema lui Pick avem nevoie de urmatoarea:

Demonstratie:
Lema:
Teorema lui Pick este adevarata daca poligonul este un triunghi oarecare sau un dreptunghi
ale carui
laturi sunt paralele cu axele de coordonate.

Demonstratia lemei
Cazul 1.

Poligonul este un dreptunghi cu laturile paralele cu axele de coordonate. Daca
dreptunghiul, notat ABCD , contine in interiorul laturii AB, a puncte de coordonate intregi si
b puncte de coordonate intregi in interiorul laturii BC, atunci lungimea lui AB este egala cu
a+l, lungimea laturii BC este b+1. Fie S aria dreptunghiului ABCD . Rezulta ca aria
dreptunghiului este (a+1)(b+1). Inplus se obtine :
at+b/2-1=ab+1/2(2a+2b+4)-1= a+b+ab+1= (a+1)(b+1)=S

Cazul 2.

Poligonul este un triunghi ABC. Presupunem cé laturile AB, BC si AC contin a,b
respectiv ¢ puncte de coordonate intregi, fara a considera capetele lor, si interiorul
triunghiului contine t puncte de coordonate intregi.

a) Triunghiul ABC este dreptunghic si are catetele paralele cu axele de coordonate

Dreptunghiul ABCD contine 2t+1 puncte interioare de coordonate intregi. Pentru triunghiul
ABC avem:

t+1/2s-1= t+1/2(a+b+c+3)-1=1/2* S =S
ABCD
In acest caz formula este verificata.

b) Triunghiul 4 B Care latura B paralela cu axa O* i punctul Capartine laturii P £a
dreptunghiului 4 B P £ (a se vedea Figura 2). Notam cu ¥ ¥+ Znumirul de puncte de
coordonate intregi care apartin laturilor 7. D C. respectiv C £ capetele excluse. Fie
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"I '2 numarul de puncte de coordonate intregi din interiorul triunghiului 8 € P | respectiv

ACE Regulta #=»+z+1 Din proprietatile ariei si din cazurile precedente se obtine:
S = Ana(ABDE) —Arna(BCD)— —Ana(4ACE) =

= G4 +igtbtettQatatd) —1= i+ b raty -] -
itttz 1] =04 L gy oo =96 -

c) Triunghiul 4 B Care latura & € paralela cu axa O¥ si unghiul 5 obtuz. Consideram
triunghiul dreptunghic 4P Ccuy B € (D C) (a se vedea Figura 3) . Fie ¥ (respectiv )

numirul de puncte de coordonate intregi care apartin laturii (4 D) (respectiv (P B) ). Fie 1
numarul de puncte de coordonate Intregi, interioare triunghiului ADB  Se obtine:

. |
Aria (4 BC) = Aria(4 D C) — Aria (4 D B) =d+i tat (x+y+b+l+et3d)—1-
—[i. ity tati n}:

2

=0+ —(atbtct3)—19+8 —1

d) Triunghiul 4 B Ceste inscris in dreptunghiul 4 PEF BE (DE)gi CE (EF) (3 se vedea

Figura 4). Notdm cu ¥ ¥: Z . ¥ numarul de puncte de coordonate intregi care apartin laturilor

(4 D}’ (D B]', (B E]', ( E{j, respectiv {Cm; i) , 2 . '3 numarul de puncte de coordonate
intregi care se gasesc in interiorul triunghiurilor ADB, BEC respective ACF. Precizénd ca
x=utt+1 g obtine; Aria(4BC) Aria(4 DEF) — Aria (4 D B) —

—~Ara(BEC)— Ara(ACF)=9+i, +i, +i,+
tatbtet —(x+2y+2z+1)+4)—1-

-

iyt -1 ][ retitbt3- |-
—|:f;, +I—{Ir+y+:+ 1 +e+3)— ]]=

-

| |
=9t T atbtetsn 1=IH B~

e) Triunghiul AB Care latura 4 € ca diagonala a dreptunghiului ADCE punctul Z1in
interiorul dreptunghiului (ceea ce inseamna ca unghiul B este obtuz, a se vedea Figura 5).
Presupunem ca A B intersecteaza (P C)in punctul F Din relatia

Aria(ABC) = Ana(4 FC) —Arial{BF{,'}’

procedand ca mai fnainte, se demonstreazi ca formula este verificata si in acest caz. In acest mod
lema este complet demonstrata.



Demonstratia teoremei lui Pick in cazul " =4 Daci numarul 7 de laturi ale poligonului este =4,
teorema lui Pick se demonstreaza prin inductie dupa . Urmam prezentarea din [1], pag.68. Cazul

1= 33 fost tratat in cazul lemei de mai sus. Fie " un numdr natural fixat, 7 = 3. Presupunem

I<m=p—1 "

formula verificata pentru orice poligon cu " laturi . Consideram un poligon cu
laturi, ale carui varfuri au coordonatele intregi. Orice poligon contine o diagonald inclusa in
interiorul poligonului: intr-adevar, daca poligonul este convex, orice diagonala este inclusa in

. . . . o . . o .. . n J'
interiorul poligonului. Daca poligonul nu este convex, consideram un unghi interior de varf V care

. ~ ¢ . . s . - .
este mai mare decat 80 Fasciculul de raze care trec prin Vi sunt incluse in interiorul

poligonului contine cel putin o raza care trece printr-un varf al poligonului diferit de V' altfel
poligonul ar avea aria infinita.

P

- . . n . A 9 . F, . <
Fixam o diagonala d care imparte poligonul in doud poligoane * ! si ~ 2, fiecare cu un numar de

laturi mai mic strict decat * si deci pentru care formula este valabila. Fie -* numarul de puncte de

A - - - - - - ,{.I 1{; - - A . .
coordonate intregi din interiorul diagonalei, = !'* © 2 numarul de puncte de coordonate intregi din

By, 8,

interiorul celor doud poligoane,
poligoane.

numarul de puncte de coordonate intregi de pe cele doua

Obtinem :
=8, +8,-un—29=0,+9,+x
[ L (G I
£ 1 . . . 1 ) ) ;o . :
F (9458, —1) =9 + I+ (B +8)—2= =(9,+ 9, +x)++

= 04— [ﬁ+21—2=ﬂ+:—3—1

Probleme:

1. Se dau punctele de coordonate A(2.1), B(3,2), C(4,2) in axa de simetrie format din dreptele
X, y. Aflati aria triunghiului ABC.

Rezolvare: Folosind Teorema lui Pick ne va da S=0+2-1=1 => Aria triunghiului ABC este 1.

Pentru a se pute citi se deschide pe Microsoft word(open with).





