NUMERE PRIME. NUMERE COMPUSE

ABSTRACT. Articolul prezinta cateva rezultate legate de numere prime
(forma numerelor prime, numarul divizorilor naturali,numerele prime si
patratele perfecte sau cuburile perfecte) precum si exemple de probleme
reprezentative cu numere prime.

Lectia se adreseaza clasei a V-a.
Autor: Ton Cicu, Profesor, Scoala nr. 96, Bucuresti.

Numerele prime reprezinta o clasa speciala in multimea numerelor natu-
rale.

Definitie: Numim numaéar prim orice numar natural p > 2 care are exact
doi divizori, pe 1 si pe el insusi.

Orice numar natural diferit de 0 si 1 care nu este numar prim se numeste
numar compus.

Observatie: 2 este singurul numar prim care este gi numar par. Toate
celelalte numere prime sunt impare.

Justificare: Orice numar par mai mare decat 2 se divide evident cu 2 gi
deci nu poate fi numar prim (are si alti divizori in afara de 1 si el insusi).

O modalitate de a gasi numerele prime mai mici decdt un numaéar dat
n o reprezinta ”ciurul lui Eratostene”. Pentru aceasta scriem in ordine
crescatoare numerele naturale de la 2 pana la n si apoi eliminam pe rand
multiplii lui 2, multiplii lui 3, multiplii urmatorului numar pe care nu l-am
eliminat inca gi aga mai departe. Ne oprim in momentul in care urmatorul
numar neeliminat, si-1 numim p, verifica relatia p?> > n. Numerele rimase
in gir sunt numere prime.

Cate numere prime exista?

Problema numarul de numere prime a fost rezolvata inca din antichitate de catre
Euclid.

Teorema: Exista o infinitate de numere prime.

Demonstratie: Sa presupunem ca numarul de numere prime este finit si notam
P = {p1,p2,...,pn} multimea tuturor numerelor prime. Construim acum numéarul
r=1p1-p2- ... pn+ 1. Evident cd numarul r nu se divide cu niciunul dintre
elementele multimii P. Asta inseamna ca numéarul » este numéar prim gi nu face
parte din multimea P. Putem introduce numarul r in multimea P si apoi sa
repetam procedeul. Evident acest procedeu se poate repeta la nesfarsit. In concluzie
multimea numerelor prime nu este finita.
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Descompunerea in factori primi

Cel mai important rezultat referitor la numere prime il reprezinta teorema fun-
damentala a aritmeticii.

Teoremad: Orice numar compus se scrie ca produs de numere prime nu toate
diferite. Scrierea este unicd daca nu luam in calcul ordinea factorilor.

Demonstratie: Fie NV un numéar compus. Fiind numar compus N are un divizor
numéar prim; sa-1 notam p,. Atunci putem scrie
N=p;-Ny,cu Ny <N
Acum, pentru N; putem avea doud situatii: sa fie numar prim sau sa fie numar
compus.
Daca este numar prim problema este incheiata, numarul N s-a scris ca produs
de doua numere prime.

Daca N; este numar compus, atunci el are un divizor numar prim; sa-1 notam
p2. Vom putea scrie

Ny =p2- Nz, cu Ny <N
si atunci NV se va scrie
N:pl-p2~N2, cu No < Ny <N

Consideratiile facute despre Ny le putem face acum despre Ns.

Procedand astfel vom ajunge ca in scrierea lui N ca produs sa apara numai factori
primi. Procesul se va termina la un moment dat avand in vedere ca numerele N;
devin din ce in ce mai mici.

Deoarece o parte dintre factori pot fi egali, pentru orice numar compus, N putem
scrie

N =pit-ps® - -pp*. (1)
unde p1, pa, ...pr sunt factorii primi ai produsului, iar ni,ns,...n; ne arata de cate
ori se repeta fiecare factor.
Scrierea (1) se numeste ”descompunerea unui numér natural in produs de put-

eri de numere prime”. Uneori spunem mai simplu ”descompunerea in factori a
numarului N”.

Exemplu: S& luam numarul 24.
Avem

24=2-12
Deoarece 12 = 2 - 6 putem scrie
24=2-2-6
Acum, pentru ca 6 = 2 - 3 vom scrie

24=2-2-2-3

24=2%.3

Calculele de mai sus pot fi agezate astfel: in dreapta numerele prime care di-
vid numerele scrise in dreapta; in dreapta se incepe cu numarul dat apoi se scriu
rezultatele impartirii la factorul prim scris in stanga.
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si atunci 24 = 23 - 3.

Faptul ca un numa natural se scrie ca produs de puteri de numere prime ne
permite sa aflam numarul divizorilor acelui numar.

S& presupunem cd pentru un numar natural N avem N = p7'. Atunci divizorii
lui N sunt: 1, p1, p?, ..., pi*. Observam ci numarul divizorilor este nq + 1.

Dacd N = p]* - py?, pentru a scrie toti divizorii vom folosi tabelul de mai jos. In
acest tabel, pe prima linie sunt scrisi toti divizorii lui N care contin factorul prim
P2, iar pe prima coloana toti divizorii care contin factorul p;. Toti ceilalti divizori
se obtin prin Inmultirea unui element din prima coloana cu un element de pe prima
linie. Numarul de divizori este egal cu numarul casutelor din dreptunghi, iar acesta
se obtine Inmultind numarul casutelor de pe prima coloana cu numarul casutelor
de pe prima linie.
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Cum pe prima coloana avem nj + 1 césute, iar pe prima linie ng + 1 casute
ng
este

tragem concluzia cd numarul divizorilor lui N = pJ* - p;
(n1+1)(ng + 1).
In general, putem formula urmatoarea
Teorema: Numarul divizorilor naturali ai numarului
N =pi*-p3?-...-ppF
este egal cu
(n1+ 1)(ng +1)...(ng + 1)
Alte teoreme despre numere prime

Teorema: Orice numar prim p > 5 are forma 6k + 1 sau 6k + 5.

Demonstratie: Se stie ca orice numar natural are una din formele 6k, 6k +
1,6k + 2,6k + 3,6k + 4 sau 6k + 5. Acum, este evident ca 6k, 6k + 2 si 6k + 4 se
divid cu 2, deci nu sunt numere prime. Deasemenea, 6k + 3 se divide cu 3. Cum
pentru 6k + 1 i 6k 4+ 5 nu putem preciza nici un divizor propriu raméne ca acestea
sunt formele posibile pentru numerele prime.

Atentie! Din teorema anterioara nu putem trage concluzia cad un numar de
forma 6k + 1 sau 6k 4 5 este numar prim. Ceea ce putem afirma este cd un numar
despre care gtiu deja ca este prim are una din aceste forme.
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Teorema: Dacs un numir prim p divide un patrat perfect IV, atunci p? il divide
pe N.

Demonstratie: Daci N este pitrat perfect, atunci N = A2. Fie A = py-pa-....p
descompunerea in factori a lui A. Atunci N = p?-p3 - ... pi.

Din ipoteza p divide N, deci p este unul dintre factorii p1, pa, ..., px. Cum oricare
p; apare la puterea a doua, rezultd ca p? divide pe N.

La fel putem arata ca

Teorema: Daci un numér prim p divide un cub perfect N, atunci p? il divide
pe N.
Probleme cu numere prime

Problema 1: Gasiti numerele prime a, b, ¢ stiind ca a + 4b + 8¢ = 66.

Solutie: Rezolvarea unei astfel de probleme se bazeaza pe paritatea numerelor
si pe faptul cd suma a doua numere de aceeagi paritate este un numéar par, iar
suma a doua numere de paritati diferite este un numar impar. In cazul nostru, 4b
si 8¢ sunt numere pare. Deasemenea, 66 este un numar par. Rezulta ca a trebuie
sa fie numar par. Cum a este numar prim obtinem a = 2. Atunci ecuatia devine
2+ 4b + 8¢ = 66 sau 4b + 8¢ = 64. Impértind prin 4 rezultd b + 2¢ = 16. Acum, 2¢
este numar par, 16 este numar par, rezulta cu necesitate b este numar par. Cum b
este numar prim, avem b = 2. inlocuind in ultima relatie obtinem ¢ = 7.

Problema 2: Sa se determine n pentru care toate numerele n,n +4,n + 6,n +
10,7+ 12,n 4 16, n + 22 sunt numere prime.

Solutie: Ideea de rezolvare este urmatoarea: sa gasim, prin incercari, o solutie
si apoi sa aratam ca este unica.

In cazul nostru observim ci pentru n = 7 obtinem numerele: 7, 11, 13, 17, 19,
23 si 29, toate numere prime.

Sa ardtam acum ca n = 7 este singura solutie.

Orice numar natural, in raport cu 7, are una din formele: 7k, 7k+ 1,7k + 2,7k +
3,7k +4,7k + 5,7k + 6.

Acum, cu exceptia lui 7 nici un alt numér de forma 7k nu este numaér prim, deci
n # 7k.

Pentrun =7k +1n+6="7k+ 7, deci nu e numar prim;

Pentrun =7k + 2 n+ 12 = Tk + 14, deci nu e numar prim;

Pentrun =7k +3 n+4=7k+ 7, deci nu e numar prim;

Pentrun =7k +4 n+ 10 = Tk + 14, deci nu e numar prim;

Pentrun =7k +5 n+ 16 = Tk + 21, deci nu e numar prim;

Pentru n =7k + 6 n+ 22 = Tk + 28, deci nu e numar prim.

In concluzie, singura solutie este n = 7.



