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Solutii si baremuri — Clasa a X-a

Problema 1. Notam cu F multimea functiilor f : R — R cu proprietatea

v

FUf (@) +y) = flx) + fy),

oricare ar fi numerele reale z si y.
a) Determinati functiile injective din F.
b) Determinati functiile surjective din F.
Dorel Mihet, si Mihai Monea, ViitoriOlimpici.ro

Solutie. a) Relatia din ipoteza conduce la f(f(x)+y) = f(z)+f(y)Vz,y €
Rsi f(fy)+2) = fly)+ f(z),Vz,y € R. Obtinem imediat ca

f(f(x) +y) = f(fly) +2),Vz,y € R

Deoarece f este injectiva, rezulta ca
f@)+y=[fy) +r = fl@)—z=fly) —y,Vo,y eR.

.......................................................................... 1p
Consideram functia g : R — R, ¢g(t) = f(t) — t. Functia g verifica relatia
g(z) = g(y),Vz,y € R, asadar exista a € R pentru care g(z) = a,Vz € R. 1p

~

In concluzie, functiile cautate sunt cele de forma
flz)=xz+a,Vzx eR

si se verifica faptul ca aceste functii sunt solutii ale problemei. ........... 1p
b) Fie f o functie surjectiva din F; vom arata ca f este si injectiva. ..1p
Pentru aceasta, fie a,b € R pentru care f (a) = f(b). Din ipoteza, avem

v

f(f(x)=f(x)+ f(0),Vz eR.

Exista ¢,d € R pentru care f (¢) =asi f(d) =0. Inlocuind = = ¢, apoi © = d
in relatia anterioara, obtinem f (a) = a + f(0), respectiv f (b) = b+ f(0).
Din f(a) = f (b) rezultd ca a + f (0) = b+ f(0), deci a = b.

Prin urmare, functiile surjective sunt injective si regasim solutiile de la
punctul anterior. . ....... ... 2p



Problema 2. Consideram doua numere complexe u si v, avand acelasi
modul, pentru care exista a, b, ¢ si d numere reale strict pozitive astfel incat
max{a,b,c} <d,a+d=0>b+csi

lau + dv| < [bu + cv|.

Demonstrati ca u = v.
Prelucrare de Mihai Monea, Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2015

Solutia I. Ultima relatie din ipoteza se scrie succesiv:

lau + dv|?* < |bu + cv|?

& (au+ dv) (au + dv) < (bu + cv) (bu + cv)
& (a®+d%) lul® + ad (uT 4+ W) < (v* + ) lul? + be (WT + V) coovee... 1p
& (a+d)?|u> = 2ad |uf’ + ad (uT + W) < (b+ ¢)° Jul* — 2be |ul® + be (uT + Tw)
& ad (u@+ﬂv—2\u|2) < be (u@+ﬂv—2]u|2) ...................................... 2p
& (ad — be) (uv + v — ul” — \v|2) <0
& (be—ad) |lu—v]* <0
.......................................................... Alp
Pe de alta parte, este adevarata inegalitatea bc > ad. Intr-adevar, putem
presupune b < csi, cumd —c=0b—a s 0, avem:
ad = (c+7)(b—71)=bc—r(c—b)—7r* < b
.......................................................................... 2p
Rezults astfel ci |u — v|* = 0 si, de aici, concluzia problemei. ......... 1p
Solutia a II-a. Notam k = ﬁd si I = 35; relatia din enung se poate scrie
sub forma

1) (1=K u+k| <|1—0u+lv].

Presupunem, prin absurd, ca u # v. In planul complex de origine O (0),
consideram punctele (distincte, conform presupunerii asumate!) A (u), B (v),
M((1—Fk)u+kv)si N((1—1)u+lv). Evident, punctele M si N sunt inte-
rioare segmentului AB. ... ... .. 3p

In plus, deoarece k > [ gi k > 1 — [, punctul N este situat intre punctele
M gi M’ unde M’ este simetricul lui M fata de mijlocul segmentului AB.

Rezulta ca OM > ON , prin urmare
(2) 1=K u+kv|>|1—-1)u+lv|.

Relatiile (1) si (2) fiind contradictorii, ramane adevarata concluzia proble-
100U PO O 3p



Problema 3. Demonstrati ca singurul numar natural n > 2 cu propri-

etatea ca
\/a+1/b++ec> Vabe,

oricare ar fi numerele reale nenegative a, b si ¢, este n = 14.
Gabriel Popa si Paul Georgescu

Solutie. Pentru inceput, demonstram valabilitatea inegalitatii pentru cazul
n = 14. Formula de dezvoltare a binomului conduce la

(@+y)" = Cha"Fyf > Crlay™™" = nay™™" Va,y € [0,00),Vn > 2.
k=0

Avem:

(Varbasd) = (o) 270 (- 3)

= Ta (b + \/E)S > 21abec > abe,

\fa+/b+Ve> Vabe,Ya, b, c € [0,00).

Demonstram acum ca, oricare ar fi n > 2.n # 14, exista valori a,b,c €

[0,00) pentru care inegalitatea din enunt este falsia. Considerand a = z?

b=ax*sic= 2% unde z > 0, un numéar n care are proprietatea dorita trebuie
sa verifice inegalitatea

(%) \/1+V2 > x%,VQJ € [0,00).

Daca n < 14, relatia (x) conduce la

(m)lﬁn > z,Vz € (0,00),

ceea ce nu este posibil (valorile mari ale lui x conduc la contradictii). ....1p
Daca n > 14, relatia () conduce la

gt > \V/V2—1,Vz € (0,00),

fapt care, din nou, nu este adevarat (valorile apropiate de 0 ale lui x conduc
la contradictil). ..ot 1p

de unde obtinem



