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Spargerea inegalitatilor

Aristotel, unul dintre cei mai mari filozofi ai Greciei Antice, a spus ca ,cea mai rea formd a
inegalitdtii e sd incerci sd transformi inegalitdtile in egalitati”. Inegalitdtile reprezinta un capitol
foarte interesant al matematicii si foarte Intalnit, mai ales la concursurile si olimpiadele scolare,
insid este destul de putin abordat la clasi. Intrucat acestea reprezintd o ,lume” foarte largd, in
acest articol vom prezenta o metoda de rezolvare a inegalitatilor foarte folositoare, care ne poate
ajuta sa impartim o problema in mai multe subprobleme cu radacina comuna mai simplu de
rezolvat.

In continuare, vom analiza mai multe tipuri de spargeri ale inegalititilor cu cateva
probleme de baza.

1. Spargeri clasice

Metoda pe care o discutdm In continuare se bazeaza pe ideea de a demonstra o inegalitate
,pe bucati”. Mai exact, aceasta inseamna desfacerea, spargerea inegalitdtilor date in inegalitati
,mai mici” din care inegalitatea initiala sa se obtina prin sumare sau multiplicare. Cu alte cuvinte,
se folosesc urmatoarele implicatii:

A<B si C<D = A+C<B+D VABCDEeR

A<B si C<D = AC<BD VABCD>0

Fiecare dintre inegalitatile din concluzie se verifica cu egal daca si numai daca ambele
inegalitati din ipoteza se verifica cu egal.

1.1. Sa se demonstreze ca
ab bc ca < a+b+c

+ + <
a+b b+c c+a 2

, Y ab,c>0.

o i 9 . ab . y
Cautam o spargere care sa antreneze expresia 24D " Aceasta trebuie comparata cu o

a+b+c

»bucatd” din expresia care e firesc sa contina numai pe a si b. Sa mai observam ca pentru

a=b=c in inegalitatea 1.1 avem egalitate. Atunci, in aceleasi conditii trebuie sa se obtina egalitate

Coa sl a 5 < . ab a+b

si in inegalitatile in care se sparge 1.1. Incercam atunci cu — < —, care se reduce la
(a - b)?=0.Deci, inegalitatea 1.1 se sparge In :

ab a+b bc b+c ac <:a+c

atb — 4 '’ b+c— 4 ' atc ~ 4
din care se obtine prin insumare. Egalitatea are loccand a= b= c.

1.2. Sase demonstreze ca
x\y—1+yJyx—1<xy Vx,y>1.
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Vom incerca sa aducem inegalitatea intr-o suma de doua functii care depind doar de un

. y Jy-1 Vx—1 o y-1 _1
singur parametru. Dupa ce o punem sub forma " + ——= 1, o desfacem in v = sl
Vvx—1 1 . i

=7 inegalitati adevarate deoarece

Vx = 1
<o o 2Vr—1sx ©4(x-1) X o (x-2) 20.

Egalitatea se obtine candx=y=2.

1.3. Sasearate ca
a2(b+c-a+ b?(c+a-b)+ cZ(a+ b-c) <3abc ,
unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi.

Incercim spargerea provocati de a? (b + ¢ - a) < abc. Inegalitatea nu se confirmi, fiind
echivalenta cu (a- b)(a- ¢) = 0, inegalitate care nu este adevarata pentru b < c< a, de exemplu.
Dar daca o inegalitate de forma A + B + C <... nu s-a putut desface in inegalitati de genul A < ...,
B <..,C<..nuinseamnad ca nu putem gasi o spargere de tipulA+ B<..,B+C<..,C+A<...
Sa testam atunci inegalitatea

a?(b+c-a)+ b?(c+a-b) < 2abc.
Aceasta devine succesiv
a(a-b)(a-c)+b-c)(b-a)=0 <
(a-b)(a?-ac-b2+bc)=>0 &
(a-b)2(a+b-¢)=0,
si este adevarati verificandu-se cu egal cand a = b. In concluzie, sumand inegalititile:
a?(b+ c-a)+ b?(c+ a- b) <2abc,
a(b+c-a+c?(a+b-c <2abc,
b’(c+a-b)+ c(a+ b-c) <2abc,
obtinem 1.3 multiplicata cu 2, care se verifica cu egal pentrua=b =c.

2. Spargerea cu medii
Pentru inegalitatile intre polinoame simetrice circular avem un tip anume de spargere pe
care o vom numi spargere cu medji. Reamintim ca o expresie F (x; , x, , ..., X;;) este simetrica

circular daca ramane neschimbata la o rotire a variabilelor.

2.1. Sasearate ca
x3y+ydz+23x =xyz(x+y+2), X,y,z>0.

Cautam pentru spargere o inegalitate de forma
a-x3y+B-ylz+y-z3x=x*yz cu a+B+y=1



Daca o astfel de inegalitate existd, atunci vom avea si
a-y3z+B-z3x+y-x3y=>y?zx si
a-z3x+ B x3y+y-y3z=>z%xy
si sumand aceste inegalitati obtinem 2.1. Nu este artificial sa cerem ca a +  + y = 1. Aceasta
conditie este impusa si de nevoia de a avea egalitate pentrux =y = z.
Pentru gasirea unei astfel de inegalitati vom folosi inegalitatea ponderata a mediilor :

P1X1+ PaXxy + o F Xy = xP1 - xP2 - L x, P
undep; +p, + .. +pn =1, P, D2, -, Pn X1, X2, e, X >0, n>2.
Egalitatea se obtine daca si numai daca x; =x, =..=x,, .

Deci, conform inegalitatii ponderate a mediilor, daca a, 3, y sunt nenegative cu suma 1,
atunci
o x3 y + B . y3 Z+vy- z3x> (X3 y)a (y3 Z)B (Z3 X)Y = y3aty y3,8+a 73V+B
Ramane de vizut daci pot fi gisite a, B, y astfel incat sa avem x3¢*Y y3B+a z3v+8 — x2 g7
Inseamni ca trebuie si avem 3a + y=2, 3+a=1,3y+pf=1darsia+B+y=1,a,B,y=0.
Rezolvand sistemul format obtinem a = 4/7,3=1/7,y = 2/7 . In concluzie 2.1 se sparge in

4 1 2
;-x3y+;-y3z+;-z3X2x2yz

1 2
-y3z+;-z3x+;-x3y2yzzx

NS S

1 2
-z3x+;-x3y+;-y32222xy

Prima inegalitate din spargere se verificd cu egal pentrux3y=y3z=23x © x=y =2z
caz in care si celelalte doua inegalitati se verifica, deci si 2.1 se verifica cu egal.

2.2. Sa se demonstreze ca
1 1 1 1 1 1
>

+ + = + +
3x+y 3y+z 3z+x 2x+y+z  2y+z+x  2z+x+y

X,y,z>0.

Cautam o inegalitate de forma
a 1
3x+y + 3yﬁ+z + SZ)iI-x = 2x+y+z
cua+ 3+ vy=1.Dacaa, B,y sunt nenegative cu suma 1, atunci
a + 15 + 4 S 1 _ 1

3x+y 3y+z 3z+x = aBx+y)+ BQBy+z)+y(3z+x) Ba+y)x+(Bp+a)y+(By+a)z

Ramane de vazut daca exista a, B, Y nenegative care sa verifice sistemul 30 + y = 2,
3+a=1,3y+B=1,a+ B+ y=1. Solutia sistemului este « =4/7, 3 =1/7,y=2/7, ceea ce
insemna ca Incercarea de spargere a reusit. Fiecare inegalitate din spargere, deci si 2.2, se verifica
cuegalpentru3dx+y=3y+z=3z+Xx & x=y=2.




3. Spargeri muncitoresti

3.1. Sa se demonstreze inegalitatea
a3 4 b3 4 c3 a+b+c
a’?+ab+b? ' b?+bc+c?  c?+ca+a? — 3

, a,b,c>0.

Pentru inegalitatea 3.1, ca si in altele asemanatoare avem un tip special de spargere, ruda
mai Indepartata a spargerii cu medii. Ciutam o inegalitate de forma :

a3

——— >aa+pb. (*
a?+ab+b? — +B @
Cum pentru a = b = c avem egalitate In 3.1, este necesar ca pentru a = b sa avem egalitate In (*).

Impunand aceasta conditie obtinem a + = 1/3. Acum inegalitatea (*) capata forma (incompleta)
3
m > qa + (%—a)b S a>aadd +§a2b+§b2a+ (%—a)b3 o
3(1-a)a-a?b-ab?-(1-30)b®>>0 < (a-b)[3(1-a)a?+ (2- 3a)ab+ (1-3a)b?]=0
Avem nevoie de (a — b)? ca factor deoarece acesta este nenegativ. Aceasta inseamna ci expresia
dintre parantezele patrate trebuie sa-l1 contina pe a - b factor, deci sa se anuleze pentru a = b.
Atunci3(1-a)+2- 3a+1-3a=0 < o=2/3. Inaceasti situatie inegalitatea devine
(a-b)(@*-b*)=20 & (a—b)>(a+b)=0,
si se dovedeste adevarata. Am stabilit astfel inegalitatea
al 2a-b
a’+ab+b? = 3
verificata cu egal pentru a = b. Avem atunci si
b3 2b—-c . c3 2c—a
b%2+bc+c? — 3 St c?2+ca+a? — 3
Adunand aceste trei inegalitati obtinem 3.1.
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