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|z +1] — |z — 1]
lz+ 1]+ |z — 1]

Problema 3. Se considerd numerele z € C gi a =
Demonstrati ca |Im z| < |z —a| < |z].
Ludovic Longaver

Solutie. I. Daca z € R, inegalitatile sunt evidente:

Daca z € (—oo, —1] U [1, 00), obtinem 0 < < z|, deci 0< |22 —1] <

1
P
z

22, adevirat.
Daca z € (—1,1), obtinem 0 < 0 < |z|, adevarat.

IT. Daca z € C\R, fie punctele A(a), B(—1), C(1) si M(z) in planul complex.
MB—-MC
Deoarece a = UB L C € (—1,1), rezultd ca A € (BO).

Fie D(d) piciorul bisectoarei din M a triunghiului BMC.

DB MB

Din teorema bisectoarei, avem —— = AUC Cum D € (BC), obtinem

< (d+1)—(1-d) DB-DC MB-MC
ca = = =

(d+1)+(1-d) DB+DC MB+MC
bisectoarea unghiului BMC.

Fie E(Im z). Punctul E este piciorul inaltimii din M a triunghiului
BMC,iar ME = |Im z|. Avem M D = |z —al, iar mediana MO are lungimea
MO = |z|. Deoarece in orice triunghi, lungimea unei inal{imi este mai mica
sau egald decat lungimea bisectoarei care pleaca din acelagi varf, iar aceasta
din urma este mai mica sau egald decat lungimea medianei care pleaca din

varful respectiv, rezultd concluzia.
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