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Clasa a X-a

Problema 2. Determinati functiile f : R — R cu proprietatea ca

f(2f(x) + y) — f(2f(y) — x) = x, pentru orice z,y € R.

GMB nr.4/2022

Solutie: Punem y = —2f(z) in relatia din enunt si obtinem
f(0) = f(2f(—=2f(x)) — z) = x, pentru orice z € R. (1)

Daca notam g(z) = 2f(—2f(x)) — = §i h(z) = f(0) — z, relatia (1) devine f o g = h. Cum functia h
este surjectiva, rezulta ca f o g este surjectiva, iar de aici deducem ca f este functie surjectiva.

Fie zo € R astfel incat f(xo) = 0. Inlocuind & = z¢ in relatia din enunt, obtinem Fw)—=f2f(y)—z0) =
xp, pentru orice y € R, egalitate ce poate fi scrisa sub forma

f(2f(y) — xo) =—- (2f(y) — :1;0) — %xo, pentru orice y € R. (2)
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Deoarece functia f este surjectiva, la fel este si functia 2f(y) — xo, deci pentru orice z € R exista
y € R astfel incat 2f(y) — xg = z. Din relatia (2) obtinem
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f(z) = 3%~ %0, pentru orice z € R. (3)

Verificam daca functiile din (3) satisfac relatia din enunt. Pentru orice z,y € R avem:
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In concluzie, functiile cautate sunt f: R — R, f(x) = 3% + a, unde o € R.
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