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Utilizarea metodei reducerii la absurd in rezolvarea problemelor de algebra

Matematica este una dintre cele mai vechi stiinte fiind legata la Tnceput de conceptele
de numar, marime si forma.

in Grecia anticd, matematicd a constat intr-o rafinare a metodelor (in special prin
introducerea de rationamente deductive si de rigoare matematica in demonstratii) si a extins
subiectul de studiu al matematicii.

Metoda reducerii la absurd, se bazeaza pe o lege fundamentala in logica matematica,
numita legea tertului exclus, care are enuntul urmator: ,Din doua propozitii contradictorii, una
este adevadrata, cealalta este falsa, iar a treia posibilitate nu exista”.

De observat ca aceasta lege a tertului exclus nu precizeaza care propozitie este
adevarata si care falsa! Dar o putem folosi pentru a o gdsi pe cea adevaratd(sau falsd) prin
aplicarea acestei legi la doua propozitii contradictorii. Aceasta este calea de demonstratie pentru
metoda reducerii la absurd.

Metoda reducerii la absurd consta in a admite Tn mod provizoriu, drept adevdrata
propozitia contradictorie propozitiei de demonstrat, urmand ca pe baza acestei presupuneri sa
deducem o serie de consecinte care duc la un rezultat contrar unui adevar cunoscut, sau absurd,
prin contrazicerea ipotezei problemei date. inseamna ci premisa de la care am pornit este falsa.
Deci propozitia de demonstrat este adevarata.

Metoda reducerii la absurd nu se reduce la propozitia "a se demonstra opropozitie este
acelasi lucru cu a demonstra contrara reciprocei ei", deoarece pot aparea si situatii in care nu se
contrazice ipoteza ci o altd propozitie (un rezultat cunoscut, oaxioma, o teorema). Metoda
reducerii la absurd se foloseste atat in rezolvareaproblemelor de calcul (,de aflat”) cat si la
rezolvarea problemelor de "demonstrat". Ea este utilizatades in demonstrarea teoremelor
reciproce, precum si indemonstrarea teoremelor de unicitate.

Cateva tipuri de probleme ce se pot rezolva prin aceasta metoda:

1. Suma a 10 numere naturale nenule este 54. Ardtati cd printre ele se afld cel putin doud
numere egale.

Demonstratie: Presupunem prin absurd ca exista 10 numere naturale, nenuledistincte a carei

suma este 54. Pornind de la 1+ 2+ 3+..4+10 = wzi = 55 contradictie cu enuntul 55 # 54,

rezulta ca presupunerea este falsa si afirmatia din enunt este adevarata.

2. Suma a trei numere naturale este 136. Demonstratie cd cel putin unul dintre ele este mai
mare sau egal cu 46.

Demonstratie: Presupunem prin absurd ca exista trei numere naturale, mai mici decat 46, a carei
suma sa fie 136. Dar aceasta Tnseamna ca fiecare numar este maxim 45 si avem 45 + 45 + 45 =
135. Contradictie cu enuntul problemei, deducem astfel ca presupunerea este falsa si deci
afirmatia din enunt este adevarata.
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3. In zece cutii se afld 84 de bile: rosii, galbene, albastre si verzi. Stiind cd in fiecare cutie se
afld bile de toate culorile.

Demonstratie: Presupunem prin absurd ca in cele zece cutii se afla un numar distinct de bile.
Cum in fiecare cutie se afla bile de toate culorile, rezulta ca numarul minim de bile din fiecare

cutie este 4. Atunci numarul total de bile din cele zece cutii este: 4+5+6+..+13 =1+

24+..+13-1-2-3 = % — 6 =91 -6 =85, absurd, contrazicem ipoteza, rezulta ca

presupunerea facuta este falsa si afirmatia din enunt este adevarata. Exista cel putin doua cutii in
care numarul de bile este egal.

4. Intr-o cutie se afld bile albe si rosii. Stiind cd oricum am extrage cinci bile, intre ele se vor
afla bile de ambele culori, demonstrati cd numdrul bilelor din cutie nu depdseste 8.

Demonstratie: Presupunem prin absurd ca numarul de bile din cutie depaseste 8, deci in cutie ar
putea fi cel putin 9 bile. Daca am lua in considerare doar cel mai mic numar de bile din cutie,
adica 9, vom avea urmatoarele situatii:

1 bila alba si 8 bile rosii sau invers,
2 bile albe si 7 bile rosii sau invers,
3 bile albe si 6 bile rosii sau invers,
4 bile albe si 5 bile rosii sau invers.

Nu putem avea doar bile de o singura culoare, pentru ca la o extragere nu vom avea bile de
ambele culori.

n oricare din situatiile mentionate ar exista posibilitatea ca dupa 5 extrageri si avem totusi
bile de aceeasi culoare, ceea ce contrazice enuntul. Rezultd ca presupunerea facuta este falsa si
concluzia problemei este adevarata. Deci pentru a indeplini conditiile din problema, ca la o
extragere de cinci bile sa avem bile de ambele culori, trebuie sa avem cel mult patru bile de
aceeasi culoare, deci sa avem cel mult 8 bile in total.

5. Demonstrati cd nu existd nici un numdr natural n astfel incdt numerele n,n+ 2,n+ 6,n +
14,n + 18,n + 20 sd fie simultan numere prime.

Demonstratie: Presupunem prin absurd ca exista n, un numar natural, prim, astfel incat
numerelen,n+ 2,n+ 6,n + 14,n + 18,n + 20 sa fie simultan numere prime.

Dacan = 2 =>n + 2 = 4 care nu este prim.
Dacan =3 =>n+ 6 = 9 care nu este prim.
Dacan =5 =>n+ 20 = 25 care nu este prim.

Dacdn > 5 si n prim, avem can € {5k + 1,5k + 2,5k + 3,5k + 4}. Studiem fiecare caz si
avem:

Dacdn =5k +1=>5k+ 1+ 14 = 5(k + 3) care nu este prim.
Dacdn =5k +2 => 5k + 2+ 18 = 5(k + 4) care nu este prim.
Dacdan =5k +3 =>5k + 3+ 2 = 5(k + 1) care nu este prim.

Si in final, dacda n =5k +4 =>5k +4 + 6 = 5(k + 2) care nu este prim. Rezulta ca
presupunerea este falsa si concluzia problemei adevarata.
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6. Sd se arate cd pentru orice numdr natural diferit de zero frac,tlam este ireductibild.

Demonstratie: Presupunem prin reducere la absurd ca fractia nu este ireductibila, atunci exista
un numar natural d # 1, astfel incat d|(2n — 1) si d|(2n + 1), de unde avem ca d|[(2n + 1) —
(2n—1)] =>d|2. Cum d#1=>d|2=>d|(2n—1) ceea ce este absurd. Rezultd c3
presupunerea este falsa si concluzia problemei adevarata.

n+1

2n+1’n =123, ;2003}

7. Sa se determine numarul de elemente ale multimii:M = {

. . ~ ~ . .. . n+1
Demonstratie: Multimea are atatea elemente cate valori distincte are fractia Pt

1,2,3,...,2003. Astfel presupunem prin reducere la absurd ca exista ny,n,,n; # n, pentru care
fractia are aceeasi valoare, ceea ce inseamna ca:

n1+1 _ n2+1
2n+1  2n, +1
S>2n1n2+n1+2n2+1=2n1n2+n2+2n1+1S>n1+n2=n1+n2 <=>

<> +1D)2n+1) =M, +1)2ny  +1) <=>

<=>ny = n,, ceea ce contrazice presupunerea data, rezulta ca presupunerea este falsa si
concluzia problemei adevarata.

8. Fie numdrul natural n = abcde7 scris in baza zece. Demonstrati cd dacd n este divizibil cu
produsul cifrelor sale, atunci cel putin doud dintre cifrele a, b, c, d, e sunt egale.

Demonstratie:Presupunem prin reducere la absurd ca cifrele a, b, ¢, d, e sunt distincte doua cate
doud. Numarul neste impar (ultima cifra a sa este 7) si se divide cu produsul cifrelor sale,
deducem de aici cacifrele sale sunt impare ( altfel un numar impar se divide cu un numar par,
ceea ce este

imposibil). Asadar a, b, ¢, d, e€{1,3,5,7,9}.Numerele sunt diferite doud cate doud si deci avem ca:
{a,b,c,d,e} ={1,3,579}=>ab-c-d-e=1-3-5-7-9, deci un numardivizibil cu 5, atunci
si numarul n este divizibil cu 5, ceea ce este fals pentru ca ultima sa cifraeste 7. Rezulta ca
presupunerea facuta este falsa si concluzia problemei este adevarata.

9. Ardtati a numerele 1,2,...,16 nu pot fi scrise cdte o singurd datd pe un cerc, astfel incdt suma
oricdror doud numere aldturate sa fie un pdtrat perfect.

Demonstratie: Presupunem prin reducere la absurd ca scrierea ar fi posibila. Notam cu a si b
doud numere vecine lui 16. Avem: a €{1,2,..,15} =>a + 16 € {17,18,19,..,31}. Din
presupunerea facuta a + 16 este patrat perfect si deci este a + 16 = 25, singurul numar patrat
perfect din multimea {17,18,19,..,31}, deci avem cd a = 25 — 16 = 9. In mod analog tratdm
cazul lui b si vom gasi acelasi numar a + 16 = 25 => b = 9. Dar numerele erau scrise o singura
data si deci contrazicem ipoteza. Rezulta ca presupunerea facuta este falsa si concluzia problemei
adevarata.

10. Intr-un aprozar sunt 17 Idzi de mere de doud calitdti. SG se arate cd existd cel putin 9 Idzi
de mere de aceeasi calitate.

Demonstratie:Presupunem prin absurd ca nu exista 9 lazi de mere de o calitate. Deci vor fi cel
mult 8 lazi de mere de fiecare calitate, adica in aprozar vor fi cel mult 8 -2 = 16 lazi de mere.



Contradictie cu enuntul problemei. Deci presupunerea facuta este falsa, adica exista cel putin 9
Iazi de mere de o calitate.

Obs. Acest tip de probleme se incadreaza intr-o categorie de probleme care se rezolva cu ajutorul
principiului lui Dirichlet, adica: ,Daca n + k + 1 piese sunt dispuse in k 13zi, atunci cel putin intr-
una din lazi se afla cel putin n + 1piese.” Demonstratia ei se face folosind metoda reducerii la
absurd: presupunem prin absurd ca nu exista nici o lada in care se afld n + 1 piese. Atunci in
fiecare lada se afl3 cel mult n piese. Tnsumand avem in total cd sunt n + k piese in cele k 1zi,
contradictie cu enuntul problemei. Rezulta ca exista o lada in care avem cel putin n + 1 piese.
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