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RADICALI

ABSTRACT. Articolul prezinta cateva dintre proprietitile radicalilor
utile in rezolvarea multora dintre problemele caracteristice acestei notiuni
(radacina de ordin 2 a numerelor reale nenegative).

Lectia se adreseaza claselor a VII-a si a VIII-a.
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Vom incepe cu definitia radicalului de ordin doi.

Definitie: Pentru orice numéir nenegativ (pozitiv sau egal cu zero) a,

prin /a intelegem numarul nenegativ x cu proprietatea 22 = a.

In baza definitiei de mai sus devine evidentd urmaétoarea propozitie:

Propozitia 1: Pentru orice a > 0 avem
i) vVa>0
i) (va) = a

O consecintd imediata a propozitiei 1 este

Propozitia 2: Pentru n € N* gi 2 > 0, k£ € {1,2,...,n} are loc
echivalenta:

Vit e+ .+ e, =01 =29=...=x, =0.
(O suma de numere nenegative este zero dacd §i numai dacd toate nu-
merele sunt egale cu zero)

Apicatia 1: Determinati numerele z si y astfe incat

Vr+2+r+y—10=0.

Solutie: Din propozitia 2 rezultd

z+2=0
r+y—10=0
Din prima ecuatie avem x = —2 gi inlocuind in a doua ecuatie obtinem

y = 12.

O alta proprietate importanta a radicalilor este data de
Propozitia 3: Oricare ar fi numarul real a are loc egalitatea vVa? = |al.

Aplicatia 2: Rezolvati ecuatia:
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V=124 /(z-22+..+/(@-92+/(z—10)2 =5.

Solutie: In baza proporzitiei 3 putem scrie |2 — 1] + |z — 2| + ... + |z —
9|+ |z — 10] = 5.

Avand in vedere proprietitile modulului §i anume: |a| = | — al si |z| +
ly| > |& 4+ y| vom avea

e —1|+]z—2|+...+ |z -9+ |z - 10| =
le—=1|4+12—z|4+...+|x—9|+|10—2| > |z—14+2—2+...+2—-9+10—2| =5

Aceastd relatie conduce la |z — 1| +[2 —z|+... 4+ |x — 9|+ |10 — 2| = 0. Ultima
relatie nu poate fi adevirata si in concluzie ecuatia initiala nu are solutie.

Propozitia 3, punctul i) se generalizeazi in
Propozitia 4: Pentru orice numér natural nenul n gi orice numir real
ar > 1,k € {1,2,...,n} are loc inegalitatea \/aj + \/az + ... + \/an > 0
Aplicatia 3: Determinati numerele reale x, y, z pentru care Va2 — Tx + 6+
V22Ut 2z =5+ Vy+ 2z —4=36—22

Solutie: Proprietatea 4 conduce la 36 — 22 > 0, de unde —6 < 2 <
6 (1). Pe de alta parte, pentru ca va? — 7x + 6 si existe este necesar ca
2?2 —Tr+6 >0, de unde x < —7 sau = > 6 (2). Din (1) si (2) deducem ci

x = 6 gi ecuatia devine \2y + 2z — 5+ y+22—4=0.
5 2y+2z2—-5=0 P
In baza propoz1t;1e12avem{ Yt 2 —4 =0, ,deundey =2gi z = 1.

Propozitia 5: Daci 0 < a < b, atunci v/a < v/b.

Demonstratie: Presupunem ca \/a > vb. Atunci (y/a)? > (Vb)? (se
stie ca > y > 0 = 22 > y?). De aici a > b, ceea ce este in contradictie cu
ipoteza (a < b), deci presupunerea este falsa.

Aplicatia 4: Rezolvati ecuatia /= + vz + 1+ ...+ vz +n =1+
V2+ ..+

Solutie: Din conditiile de existentd a radicalilor avem = > 0. Se
observd cad x = 0 este solutie a ecuatiei. Vom ardta ca solutia este unica.
Presupunem ci existd o solutie z; > 0. Este evidentd relatia 21 + k > vk
pentru orice k € {0,1,2,...,n}. De aici \/z1 + Va1 +1+ ... + o1 +1n >
V1+ V2 + ...+ y/n, deci ecuatia nu se verifici pentru x > 0. Ramane ca
unica solutie z = 0.

Propozitia 6: i) Pentru a,b > 0 avem /a + Vb > va+ b cu egalitate
pentru a - b = 0;

ii) (Generalizare) Daca a3 > 0,a2 > 0,...,a, > 0 cu n € N* — {1},
atunci /a1 + /a2 + ... + Ja, > Va1 +az + ... +a,, cu egalitate daca cel
mult unul dintre numerele a1, ao, ..., a, este diferit de 0.
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Demonstratie: i) Prin ridicare la patrat, membru cu membru obtinem
Vab > 0 care este evident adeviirata.

ii) Se demonstreaza prin inductie. Pentru n = 2 relatia este cea de
la punctul i). Presupunem adevirata relatia /a1 + /a2 + ... + /an, >
Vvai +az + ...+ a, si demonstram ca /a1 + /a2 + ... + \/an + /a1 >
Vair fag+ . F ap + ant1.

Avem (/a1 +\/az + ...+ /an + /a1 > Va1 +az + ... + an + \fAni1 >
\/al +ag+...+a, +aps1-

Aplicatia 5: Aflati numerele reale x si y pentru care 2z —y — 3 +
V3 +5y+ 2+ /1 —4dx —2y =z + 2y.

Solutie: Sd observam ca (2e0—y—3)+(32+5y+2)+(1—4z—2y) = z+2y
i atunci suntem in conditiile propozitiei 6 (v/2x —y —3 4+ /3z + 5y +2 +
VI—4z =2y > \/(2z —y —3) + (3z + 5y + 2) + (1 — 4o — 2y)). Atunci cel
putin doi dintre termenii 2z —y — 3,3z + 5y + 2,1 — 4x — 2y sunt egali cu
Z€ero.

Avem cazurile

1.{ 20—y =3=0 ,deunde x =1gi y = —1.

3r+5y+2=0.
2'{1—4$—2y=0. ,deundex_§§1y__z
3r+5y+2=0 9 .1
3'{1—4x—2y:0. ,deundem_ﬁ§1y_ e

Cazul in care toti cei trei termeni sunt egali cu zero nu este posibil.

Ceea ce urmeaza vizeaza calitatea de numar rational sau irational a
numerelor exprimate prin radicali.

Definitie: Un numar natural nenul k se numeste liber de patrate daca
si numai dacd nu exista m € N* — {1} astfel incat m? sa divida k.

Propozitia 7: Fie £ un numar natural nenul, liber de patrate. Atunci

VE ¢ Q.
Demonstratie: Presupunem vk € Q. Atunci vk = g cu p,q € N*

si (p,q) = 1. Ridicand la patrat obtinem k - ¢*> = p? si deci k divide p. De
aici rezultd p = k-m, m € N. Atunci k- ¢®> = k? - m? sau ¢ = k - m?, ceea
ce conduce la k divide ¢q. Dar k divide si p gi deci k = 1, ceea ce este fals.

Agadar vk ¢ Q.

Propozitia 8: Daci a gi b sunt numere rationale, iar k£ numéir natural
nenul liber de patrate si a + bvk = 0, atunci a = b = 0.

Demonstratie: Daci b # 0, atunci Vk = —Ta € Q, ceea ce este fals.

Rezulta b = 0 si de asemenea a = 0.
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Consecinta: Daca a,b, A, B sunt numere rationale si k este numar
natural nenul liber de patrate, iar a + bvk = A + BVk, atunci a = A si
b=B.

Demonstratie: Relatia a + bv/k = A + BVk se scrie (a — A) + (b —
B)vVk = 0 si din propozitia 8 avem a — A=0gi b— B =0de unde a = A si
b=B.

Aplicatia 6: Determinati numerele rationale a si b pentru care

(a+0v2)(2+2v2)
=275 =2+2

Solutie: Putem scrie (2 + 2v/2)(a + bv/2) = (3 — 2v/2)(2 + v/2) sau
wﬂv§+2xa+b%%:(3—2¢®CL+¢®.Rmmwﬂv§+2b:3—2¢ide

unde a = —2gi b=

5
Propozitia 9: Dacd n este numir natural nenul gi \/n este numar
rational, atunci /n este numar natural.

Demonstratie: Din ipotezd /n = P unde p,q € N*si (p,q) = 1.
q

2
Rezultd n = p—Q € N*. De aici deducem ¢? divide p?. Cum (p,q) = 1 avem
q

(p?,¢%) = 1 si deci ¢> = 1, adica ¢ = 1. In concluzie \/n = ? =pe N~

Propozitia 10: Daci a,b sunt numere naturale astfel incat /a + /b
este numar rational, atunci \/a si V/b sunt numere naturale.

Demonstratie: Vom arita ci y/a si Vb sunt numere rationale si in
baza propozitiei 9 rezultd ca ele sunt naturale. Dacd \/a + Vb € Q atunci
Va+ Vb = r sau \Ja = r — v/b. Ridicand la pitrat membru cu membru

2 b— 2 b—
obtinem a = r2 4+ b— 2rvb sau Vb = 7"—1—27a. Cum 7“—1—27a este numar
r r
rational rezultd v/b este numir rational. Analog aritam ci Va este numar
rational.
Aplicatia 7: Determinati numerele naturale nenule n, m astfel incat
nm—n+1
vanm+1—4/n= —
Solutie: Suntem in conditiile propozitiei 10 i atunci vnm+1 = p
(1) si v/n = k (2) unde p si k sunt numere naturale. Din (1) si (2), prin
ridicare la pitrat obtinem n = k2 si nm = p? — 1 si ecuatia initiald devine

2—](?2
b ,deunde (p—k)(p+k—5)=0.

p—k=
nm-—n-+1

Daca p— k = 0, adica p = k atunci ecuatia devine B ——— 0 sau

1
m=1— — cusolutian=1,m =0.
n
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Dacip+k—5=0sau k=5—p Cum k > 0 deducem p < 5. Analizdnd
cazurile p = 0,p = 1,p = 2,p = 3,p = 4 obtinem solutiille n = 4,m = 2 si

n=1m =15.
Incheiem articolul cu formula radicalilor compusi, formuld cu o larga
aplicabilitate.

Propozitia 11: Dacd a,b > 0 si a > Vb avem

a—+c a—=c
vVatVvb= +
a£vh \/ 2 \/ 9

unde ¢ = va? — b.

Demonstratie: Relatia din enunt este echivalents cu a + vb = a +
Va2 — ¢2, care la randul ei este echivalentd cu b = a® —¢?. Ultima relatie este
adevirati pentru ci din ¢ = Va2 — b obtinem b = a® — ¢%.

Aplicatia 8: Aritati ca pentru orice numar natural £ > 5 are loc
egalitatea

\/k—1+4\/k+2\/k— =Vk—1+2.

Solutie: Pentru vk +2vk —1 = \/k+ 4k — 4 aplicam propozitia
11. Avem a = k,b = 4k — 4 si atunci ¢ = VK2 —4k+4 = /(k—2)%2 =
|k — 2| = k — 2. Cu aceasta putem scrie Vk+2vk—1 =1+ vk— 1.
Atunci \/k: —1+4vVE+2vE—1 = \/k: + 3+ 4vk —1. Aplicand din nou
formula radicalilor compusi obtinem vk + 3 + 4vk — 1 = vk — 1+2. Acum,

egalitatea din enunt devine vk — 142 = vk —1 + 2, care este adevarata
pentru orice numar natural k > 5.
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