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SUME

ABSTRACT. Articolul prezinta cateva notiuni, rezultate si exemple
privind calculul unor sume.

Lectia se adreseaza clasei a VII-a.
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Cunoagteti probabil cu totii cum micul Gauss (Johann Carl Friedrich
Gauss, 1777-1855, matematician german de geniu) a calculat suma primelor
100 de numere naturale, a observat ca insumand in ordine inversa trebuie sa
obtina acelagi rezultat iar pe coloane fiecare suma este 101:

S =1 42 43 4. 4100
S =100 +99 +98 .- +1
25 =101 +101 +101 --- +101,

deci 25 = 100-101 adica S = w. Evident rezultatul se extinde la oricare
primele n numere consecutive:

n(n+1)'

I+24+34+--+(n—1)+n= 5

Sunt multe situatii in matematica unde se cauta formule cat mai simple
pentru calculul sumei unor termeni definiti printr-o formula generala, ca in
exemplu de mai sus. Un bun exemplu poate fi urmatorul: consideram pe un
segment de lungime 1, jumatatea sa din stanga, apoi din segmentul ramas
jumatatea din stanga, si aga mai departe ajungand sa insumam n segmente.
Cat este suma lor, adica ni se cere sa calculam

S—1+1+1+— +1
2 4 23 on’
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Exista o formula generala pentru suma de mai sus? Sa observam pentru
acesta un fapt simplu: 2% = 2%1 — 2% valabila pentru orice £ numar natural.

Se poate deduce algebric, dar cel mai simplu este sa observam ca 2% este
1

jumatate din sz=. Vom avea atunci pe rand pentru valorile lui k = 1,2, ... n:

oh—
t=9% -l =1— %, 5 =57 — 5= care inlocuite In sumd dau
g 1 1 1 1 1 1
20 2 2 22 2n—1  9n

Se observa usor ca termenii alaturati se reduc doi cate doi (unul este cu minus
i urmatorul cu plus), deci ne ramane
1
S=1-—
2n
si iata o formula simpla pentru suma cautata.
De fapt, exemplele de mai sus prezinta esenta metodelor prin care anumite
sume se pot pune intr-o forma simpla.

Mai intai vom introduce o notatie ce simplifica mult scrierea, folosind un
semn ce este in limba greaca litera S mare (de la suma): »: sigma ( Cititorul
poate trece la prima lectura peste proprietatile prezentate formal si citi doar
aplicatiile).

n
Vom scrie E ay = ay+as + -+ a, si vom citi suma dela k=1lan
k=1
din @ indice k, intelegand prin aceasta suma tuturor termenilor aq, as, as, ....
3

pana la a,. De exemplu Z =12 +224+3% = 14.
k=1
Sunt usor de remarcat urmatoarele doua proprietati algebrice ce sunt

implicate de aceasta notatie:

n n n

E (ak+bk):E ak‘i‘g br
k=1 k=1 k=1
si pentru orice numar a
n n
E a-ar =a E ag,
k=1 k=1

altfel spus “factorii multiplicativi independenti de variabila de sumare (k)
pot fi scosi factori comuni in sume”.

Exemplu. Cu aceasta notatie suma lui Gauss poate fi scrisa:

~  n(n+1)
L)
k=1
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Primul exemplu din aceasta expunere arata in fapt metoda principala
de calcul a sumelor (atunci cand aceasta este posibil). Iata mai intai ideea
formald: s& presupunem ca in suma » ,_, aj putem scrie fiecare termen ay
sun forma ay, = by, —by41 (asa cum in primul exemplu am scris 2% = 2,%1 - 2%;
aicl a = zik iar by, = 2,6%1)

Sa observam ca atunci

Zak = Z(bk — bkzl) = (bl - bg) + (b2 - b3) +eeet (bn - bn+1)'
k=1 k=1

Termenii alaturati ai ultimei expresii se reduc doi cate doi, ramanand doar

by — b, 1. Asadar

n
g ar = by — bpy1.
k=1
La fel, daca reusim sa scriem ay = b1 — bg, obtinem

D ae =Y (brsr =) = (bs—b1) + (b = bo) + -+ (buy1 — by = bpss — b))
= =1

k(k+1 k(k—1 oy
De exemplu, pentru ap = k, avem ay = % — %, ceea ce se verifica

k(k—1)
2

imedia: aici by = . Avem, in particular,

regasind astfel formula lui Gauss.

Exemple. 1. Cu aceasta metoda se pot calcula sumele primelor n patrate
sau cuburi de numere naturale. Astfel, se arata ca (incercati ca exercitiu sau
cititi pe wikipedia):

- 1)(2 1
S =24 P T )6(n+ )

k=1

Zki‘) n+1)]’

observand ca suma cuburllor este patratul sumei primelor n numere.

2. Calculati:

- 1
; k(k+1)
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o o o 1 1
Sa observam ca WD) R . Atunci suma se poate scrie

3

1 -y 1 LY S RS U S0 SO SRS B S
= (k(k+1) k k+1) 1 2 2 3 3 4 n n+1l

n+l n+1

Posibilitatea de a insuma prin metoda de mai sus ne permite uneori, cand
sumarea nu este posibila sa stabilim inegalitati. Iata doua exemple

o4 o1 1 L
3. Ardtati cd 55 + 55+ + 150000 < L

Nu exista nici o posibilitate de a gasi o formula pentru acesata suma, in
schimb sa observam ca marind “un pic” fiecare fractie putem obtine o suma
de tipul celei de mai sus. E clar ca & = 1 < pentru orice numar

k2 k-k
natural diferit de 1. Avem
"1 1 1 1 1 n-—1
P D e R I (v i BT Bt
k=2 k=2 k=2

observand ca evaluarea este independenta de n.

1
k(E—1)

4. Calculati partea intreaga a numarului % (\/LE + \/Ag R m))

Sa observam ca avem urmatoarea scriere:
1 2
VE ViR vr+v”__

Analog se arata ca

2(Vk = Vk—1).

% > 2(VE+1 - VEk).

Putem scrie atunci, pentru n natural mai mare sau egal cu 2:

S ARV =i

si

zf Z(\/ﬁ—f) ViFT-2

Cum pentru n = 1.000.000 /n = 1000 iar /1001 = 1000, 005 obtinem ca
998 < S, < 999, deci partea intreaga este 998.
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