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PROBLEME CU NUMERE RATIONALE

ABSTRACT. Articolul prezinta cateva probleme care pot si apara
intre subiectele de la concursurile de matematica.

Lectia se adreseaza clasa a VI-a.

Autor: Ton Cicu, Profesor, Scoala nr. 96, Bucuregti

Problema 1: Gisiti cel mai mic numéir natural abed, cu cifre diferite,

7 — 656 —— 35 ——
ii a le — - — i— - le.
stiind ca numerele 168 abed, 126 abed si ™ abed sunt naturale
Solutie: Pentru a putea rezolva problema avem in vedere urmatoarele
afirmatii:
m m-
Py 2p=""P
n n

Py) Dacd — este numar natural atunci "n este un divizor al lui m" sau

n
"m este un multiplu al lui n".

Acestea fiind spuse sa trecem la rezolvarea problemei.

73 73 - abed
Avem 168 abed = % care este numar natural dacd 168 divide

73 - abed. Cum 168 si 73 sunt prime intre ele deducem

168 divide abcd (1).

65 65 - abed
De asemenea, 26 abed = %60 care este numar natural daca 126

divide 65 - abed. Cum 126 si 65 sunt prime intre ele deducem

126 divide abed (2).
Analog gasim
72 divide abed (3).
Dar afirmatiile (1), (2) si (3) pot fi formulate si astfel:
abed este multiplu al numerelor 168, 126 si 72.

Dintre toti multiplii comuni a doua sau mai multe numere noi stim si-1
aflam pe cel mai mic. In cazul nostru acesta este 504 gi atunci numéarul cautat
va fi

abed = 504 - k.

Cum numarul ciutat trebuie sa fie cel mai mic si cu cifre diferite de-
ducem ca
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abed = 2016.
9 17
Problema 2: Aflati numerele naturale n pentru care numarul %
n

este natural.

Solutie: Pentru rezolvarea acestei probleme folosim P5 de la problema
1 si urmatoarele proprietati ale divizibilitatii:

P3) a il divide pe a

P4) Daci a il divide pe b atunci a il divide pe m - b

P5) Daci a divide si pe b si pe ¢, atunci a divide gi pe b+ ¢ gi pe b— c.

Si acum solutia problemei:

9 17
Pentru ca numarul 7; : 1 sa fie natural trebuie ca 2n+1 sa divida pe
n

9n+17 (vezi Py) . Problema este c¢a nu cunosc divizorii lui 9n+17. Ar fi mult
mai bine daca nu l-am avea pe n. Il vom elimina pe n folosind proprietatea
P5. Pentru aceasta avem nevoie de inci o relatie de divizibilitate pe care ne-o
asigura proprietatea P3 gi anume 2n + 1 divide pe 2n + 1.

Avem agadar

2n + 1 divide 9n + 17
2n + 1 divide 2n + 1

Din aceste doud relatii, prin adunare sau scadere trebuie sa obtinem ca
2n 4 1 divide un numar care nu-1 mai contine pe n. Pentru aceasta ar trebui
ca in cele doud afirmatii de mai sus, in dreapta sa apara acelagi numar de
n-uri. In acest scop pe 9n + 17 il inmultim cu 2, iar pe 2n + 1 il inmultim cu
9 pentru a ajunge la cel mai mic multiplu comun intre 9 si 2 (ne da voie Py).

Obtinem astfel

2n + 1 divide 18n + 34
2n + 1 divide 18n + 9

Din P5 avem ca 2n + 1 divide diferenta celor doud numere, adica
2n + 1 divide pe 25

Cum divizorii lui 25 sunt 1, 5 gi 25 deducem 2n+1=1sau2n+1=5
sau 2n + 1 = 25 de unde rezultd n = 0 sau n = 2 sau n = 12.

. 7
In concluzie, daca n € {0, 2,12} atunci numéarul ;ﬁ este natural.
n

4n+9
Problema 3: Aratati ca fractia nt este ireductibila.

3n+7

Solutie: Se gtie ca o fractie ireductibila este o fractie care nu se mai
poate simplifica. Se mai stie ca simplificarea se face totdeauna printr-un
divizor comun al numaratorului si numitorului.
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In concluzie, pentru a arita cd fractia datd este ireductibila, trebuie
sa aratam ca cel mai mare divizor comun intre numarator si numitor este 1
(numaratorul gi numitorul sunt prime intre ele).

Fie d un divizor comun al numaératorului si numitorului. Atunci

d divide 3n 4+ 7
d divide 4n + 9

Procedand ca la problema 2 avem

d divide 12n + 28
d divide 12n + 27

(am folosit Py)
De aici obtinem, pe baza lui P5 ca,

d divide pe 1

Asgadar fractia data este ireductibila.

Problema 4: Aratati cd fractia este ireductibila, pentru orice

1
42k + 19
k numar natural.

Solutie: Fie d un divizor comun al numératorului i numitorului. Din

d divide 30k + 11
d divide 42k + 19

obtinem
d divide 5 - (42k + 19) — 7 - (30k + 11)
adica
d divide 18
Divizorii naturali ai lui 18 sunt 1, 2, 3, 6, 9, 18 si atunci
ded{l, 2, 3, 6,9, 18}

Fractia nu poate fi simplificatd prin 2 pentru ca numératorul gi numi-
torul sunt numere impare. Atunci nu poate fi simplificata nici prin 6 si nici
prin 18.

Deoarece 30 si 42 sunt multiplii de 3, iar 11 si 19 nu se divid cu 3 rezulta
ca fractia nu poate fi simplificata prin 3, deci nici prin 9.

In concluzie, d = 1, agsadar fractia este ireductibila.
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Problema 5: Se dau numerele rationale pozitive a, b, ¢ cu proprietatile:
3a  4b  5¢c .
—=—=— &1 15a — 4b+ 5c = 4.

2 3 4
4
Sa se arate ca are loc inegalitatea: 3 <3a—3b+5c < Z
GMB 6/2011
. . 3a  4b  b5c . . 2k 3k
Solutie. Notdam 2 =3=71° k si obtinem a = 3 b= v
. 4k
ic=—.
S 5 )
Inlocuind in cea de-a doua ecuatie obtinem 11k = 4, deci k = (TR
1
Rezulta a = E, b= i, c= —6
53 i 8 % 3 16 8—-9+416
A —3b - 3. _3. 2 b A b
. vem 3a — 3b + 5¢c = 3 I 3 11+5 w5 11
o Inegalitatea ceruta devine 3 < I < 5 adica 220 < 225 < 231,
adevarat.

Problema 6: Determinati numerele abc stiind ci cifrele sale sunt
3a+2b 3b+c a+i4c

numere primne $1 6 7 11

GMB 5/2012
Solutie. Din obtinem 2la = 2(2b + 3¢), de

unde deducem cd 2 | 21la. Cum (21,2) = 1 rezulta 2 | a. Dar a este
3a+2b  a+idc

3a+2b  3b+ec

numar prim, deci ¢ = 2. Din si @ = 2 obtinem
116 = 3(4¢ — 9), de unde deducem ci 3 | 116. Cum (3,11) = 1 rezulta
3 | bsicum b este numar prim obtinem b = 3. Revenind la relatia

21a = 2(2b+ 3c¢) gasim ¢ = 5. Numarul cdutat este 235.
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