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Etapa finală, Edit, ia a XIII-a, 2022

Clasa a VIII-a

Problema 3. Fie numerele naturale m,n ≥ 2. Considerăm toate tabelele de numere reale cu
m linii şi n coloane de forma: 

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn


cu proprietatea că suma pătratelor numerelor ı̂nscrise ı̂n fiecare coloană este egală cu 1, adică:

a21j + a22j + · · ·+ a2mj = 1, (∀) j = 1,2, . . . n.

Pentru fiecare linie a unui astfel de tabel, considerăm suma tuturor produselor de câte două
numere ı̂nscrise pe pozit, ii distincte ale acelei linii, definită astfel:

Ai = ai1ai2 + ai1ai3 + · · ·+ ai1ain + ai2ai3 + · · ·+ ain−1ain, (∀) i = 1,2, . . .m.

Pentru fiecare astfel de tabel, notăm cu S = A1 + A2 + · · · + Am. Care este cea mai mare
valoare posibilă a lui S?

S, tefan Dumitrescu

Soluţie şi barem

Pentru fiecare două coloane Ci = (a1i, a2i, . . . , ami) şi Cj = (a1j, a2j, . . . , amj) , aplicând inegal-
itatea Cauchy-Schwarz, avem:

a1ia1j + a2ia2j + · · ·+ amiamj ≤
√

a21i + a22i + · · ·+ a2mi ·
√

a21j + a22j + · · ·+ a2mj.

Folosind ipoteza, rezultă:
a1ia1j + a2ia2j + · · ·+ amiamj ≤ 1.
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Însumând pentru toate perechile (i,j) cu 1 ≤ i < j ≤ n, obt, inem:
m∑
i=1

Ai ≤
n(n− 1)

2
.
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Valoarea maximă S =
n(n− 1)

2
se obt, ine, de exemplu, pentru aij =

1√
m
, (∀) i = 1,2, . . .m,
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