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PUTERI

ABSTRACT. In articolul de fati sunt prezentate proprietatile puterilor
si modul de aflare a cifrei unitatilor unei puteri

Lectia se adreseaza clasei a V-a.

Autor: Ion Cicu, Profesor, Scoala nr. 96, Bucuregti

Sa ne amintim ce inseamnd sa ridicdm un numar natural a la o putere

n, numar natural.

at=a-a-a-... a
——

de n—ori
Pornind de la aceastid definitie putem formula urmatoarele proprietiti

ale puterilor:

a® - a™m = an-l—m
a":am™=a""" (n>m)
a® =1 (a #0)
a” - b" = (a-b)"

Compararea puterilor
Existd doua situatii "fericite" in care putem compara doud puteri:

atunci cand au aceeasi baza gi atunci cadnd au acelasi exponent.
1. Cand doué puteri au aceeasi bazd, este mai mare puterea cu expo-

nentul mai mare.

n>mea’ >a”

2. Cand doua puteri au acelasgi exponent, este mai mare puterea care

are baza mai mare.

a>bsa” >b"
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In cazul in care nu ne aflim in niciuna din situatiile de mai sus incercam,
pe baza proprietatilor, sa ajungem la una din cele doud situatii "fericite".

Exercitiu 1. Comparati 219 gi 37.
Solutie: Este evident ca nu putem ajunge la aceeagi baza. Vom incerca
sd ajungem la acelagi exponent. Observam ca 105 =715, iar 75 =5 - 15.

Avem
2105 — 27'15 — (27)15 — 12815

1
3 375 _ 35-15 _ (35)15 _ 24315

Cum 128 < 243 rezulta 12815 < 243'% de unde 2!%° < 37,

Exercitiul 2. Comparati 39" cu 9%5.
Solutie: Deoarece

putem scrie

Cum

91 > 90
rezulta

391 <, 390
adici

391 , g5

Exercitiu 3. Comparati 3°° cu 5%,

Solutie: De aceastda datd nu se poate ajunge nici la aceeagi bazi nici
la acelasi exponent. Intr-o asemenea situatie ne folosim de o putere interme-
diara.

In cazul nostru este evident ca

355 > 354 (1)

Vom ardta acum ca
354 -, 536

Avem
354 — 33'18 — (33)18 — 2718

s
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Cum
2718 > 9518

rezulta
354 > 536 (2)

Din (1) si (2) obtinem
355 < 536

Ultima cifrd a unei puteri

Sunt mai multe situatii in care ridicarea la putere este incomod de
efectuat, dar este suficient sd cunoagtem ultima cifra a numarului pe care
l-am putea obtine prin ridicare la putere. Sa ne gandim la divizibilitatea cu 2,
5 sau 10 care presupune si cunosc numai ultima cifrd a numéarului. In acest
caz, pentru a vedea dacd 5 este un divizor pentru 142°'' 4+ 1 avem nevoie
numai de cifra unitatilor lui 142011 + 1.

Ne mai putem gandi i la un patrat perfect a carui ultima cifra nu poate
fi 2,3, 7 sau 8. De exemplu, pentru a arita ci 220 45 nu este patrat perfect
este suficient s aratim ci ultima cifrd a lui 22°M + 5 este 2, 3, 7 sau 8.

Cred ca sunt suficiente argumentele pentru a justifica necesitatea aflarii
ultimei cifre a unei puteri.

Vom nota cu u(n) ultima cifrd a numarului n.

Observatia 1. Ultima cifrd a unui numar n” (n numdir natural si
p numdr natural nenul) este aceeagi cu ultima cifra a cifrei unitatilor lui n
ridicata la puterea p.

Exemplu: u(574P) = u(4P).

Observatia 2. u(a-b) = u(u(a) - u(d)) si u(a+b) = u(u(a) + u(d)).

Exemplu: u(274 -379) = u(4-9) = 6 sau u(274 +379) = u(4+9) =3

In baza observatiei 1 este suficient sa cunoagtem w(17); w(2"); u(3");
w(4™); w(5™); w(6™); w(7); w(8"); w(9™); w(0™), unde n este numar natural

nenul.

Pentru u(1™) si w(0™) lucrurile sunt clare
u(1™) =18 u(0") =0
La fel de simplu stau lucrurile si in cazul u(5") sau u(6")
Obsevam ci u(5') = 5; u(5%) = 5; u(5%) =5 de unde deducem ca
u(®") =5
Pentru u(67), din u(6') = 6; u(62) = 6; u(63) = 6 deducem
u(6") =6
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Ne ocupam acum de 2",

Avem u(2') = 2; u(2?) = 4; u(2?) = 8; u(2*) =6.

Deoarece u(2%) = 6 si u(6™) = 6 putem gandi astfel:

Numér n este de forma n =4 -k + r, unde r poate fi 0, 1, 2 sau 3.

Atunci u(2") = w(2¥FF7) = w(24F . 27) = o ((21)F - 27) = w(16F - 27) =
u(6F - 27) = u(6 - 2")

Asgadar,
u(2") = u(2*T7) = u(6 - 2")
unde r poate fi 0, 1, 2 sau 3.
Exemplu: u(22011) = 4(24°02+3) = 4(6 - 23) = 8

Pentru u(3"); u(7")respectiv u(8") avem reguli aseménatoare deoarece
u(3%) = 1; uw(7*) = 1si u(8*) =6.

Asadar,
u(3") = u(3%F) = u(1-3")
uw(7) = w(7HFT) = u(1-7)
u(8") = w(8™T) = u(6 - 8

(3"
u(7")
)

I
g

unde 7 poate fi 0, 1, 2 sau 3.
Ne ocupam acum de 4"
Avem u(4') = 4 si u(4?) = 6. Deoarece u(4%) = 6 putem gandi astfel:
Numérul n este de forma n =2 -k + r, unde r poate fi 0 sau 1.
Atunci u(4") = u(4¥F+7) = w(4?*% . 27) = u ((43)F - 47) = u(16% - 4" =
u(6 - 4")

Asadar,
u(4) = u (4% = u(6-4")

unde r poate fi 0 sau 1.
Pentru 9", deoarece u(9?) = 1 avem o reguld aseminatoare.
w(9") = u(9?FT) = u(9")
unde r poate fi 0 sau 1.

Exercitiu 4. Aflati ultima cifra a numarului a = 22910 4- 32011 4 42012
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Solutie: Avem
u(22010) — u(24'502+2) — U(G . 22) —4

u(32011) _ u(34~502+3) — u(33) -7
u(42012) — u(42~1006) — u(6 i 40) —6

si atunci

ula) =u(d+7+6)=7

Exercitiu 5. Aritati cd numarul 10719 + 103197 are ca divizor pe 10.

Solutie: Un numar are ca divizor pe 10 daca ultima sa cifrd este 0.
Asadar, trebuie sa aflam ultima cifrd a numarului.

Avem

U(107103) — u(7103) _ u(74~25+3) — U(73) -3
si
U(103107) — U(3107) — u(34-26+3) — u(33) — 7

De aici
u(1071%3 + 10317 = u(3+7) =0

ceea ce aratd ci numarul 107193 4 103197 are ca divizor pe 10.

Alte probleme cu puteri
Problema 1. Aratati cd pentru orice numér natural n, numéarul

A — 22n+4 . gn + 22n . 9n+1

este patrat perfect.

Solutie: Folosind proprietatile puterilor expuse mai sus si factorul co-
mun avem

A =222t 9n 4 22 .9gn .9 =22 .9n. (204 9) = 227.9". 25 =
(2)°- (3%)" - 5% = (23" - 5)°

ceea ce aratd cd A este patrat perfect.

Problema 2. Aritati ci numirul
a = 63n 4 7n+1 . 32n+1 _ 21n X 3n+2

este multiplu de 13.

Solutie: Putem scrie

a=(3%2-7)"+7"7:3%.3—(3.7)"-3M-32 = 3274732121 3279 =
3.7 (1421 —9) =327 13.
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Deoarece a contine factorul 13 este evident ca el este multiplu de 13.

Problema 3. Care numir este mai mare a = 3%% — 3453 _ 3452 g5y
b — 53409

Olimpiada Vilcea
Solutie: Pe a il putem scrie

CL:3452'(32*3*1):3452'5

i atunci trebuie comparat 3%2 .5 cu 5340 sau 3%52 cu 5339,
$ p

Putem scrie
3452 _ 34113 _ (34)113 _ g1113

si
5339 _ 53113 _ (53)113 _ 125113

Acum, avand acelasi exponent, cum
81 < 125

rezulta
81 < 1258

adicd b este mai mare decat a.

Problema 4. Scrieti in ordine crescitoare numerele: 414; 52 711. 117,
Olimpiada Galate
Solutie: Avem

g = ()M =22 = (27)" =128 (1)
si
512 = (5%)" =125 (2)

Din (1) si (2) rezultd
414 > 512 (*)

Din
125% > 1214
1214 = (112)" = 11®
si
118 > 117
obtinem

512 > 117 (x%)
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Acum
T =707 = (7). 7% = 343% . 49
Dar
343 - 49 > 2563 - 16
si

256° - 16 = (2°)°. 24 = 224. 21 = 2% — 41

Din cele de mai sus deducem ca
TS M (k)
Din (*), (**) si (***) rezultd urmatoarea ordine crescitoare:

117; 512; 414; 711
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