Concursul Gazeta Matematica si Viitori Olimpici.ro
Editia a IX-a, 15.08.2018

Clasa a X-a

Enunturi si bareme

Problema 1.
a) Fie numerele complexe z = cosx + isinx §i w = cosy + isiny, unde x,y € [0,27].
Demonstrati ca
z—w . T—Y
= itg
z+w 2
b) Fie z1, 29, ..., 20018 € C distincte gi avand module egale. Demonstrati ca exista k,l €

{1,2,3,...,2018} , k # [, astfel incat

Zk — 2 ™
tg——
zZr+ 2 2018
GAZETA MATEMATICA
Solutie gi barem. a) Verificare prin calcul direct. ............ ... oo, 2p

b) Fiard a restrange generalitatea putem presupune ca z, = r (cosx,, + isinz,,), pentru
orice m € {1,2,3,...,2018} , 51 0 < z1 < 25 < ... < & < 27. Conform punctului precedent, avem

Zm4+1 — Em _ tgxm+1 - Im’
Zm+1 + Zm 2
pentru orice m € {1,2,3, ..., 2017} . .o 1p
Dacd existd m € {1,2,3,...,2017} astfel incat mez_ Lm < 2(?18’ atunci problema este re-
zolvatd. In caz contrar avem $m+12_ Tm 2(;[87 pentru orice m € {1,2,3,...,2017} . Adunam
— 2017 _
cele 2017 relatii si obtinem 2018 — 1 > T T Atunci —— > 7 — M, de
2 2018 2018 2018 2
unde
L2018 — 11 Q0
t <t
‘ S 2018’
ceea ce incheie demonstratia. . ..........oo i 4p
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Problema 2. Fie multimea
M={(z,y)|z,y eR, 2> +y* -2y <0}
$t functia
f:M—=R, f(x,y)=2%+y*—6x— 10y.
Determinati
a) min f;
b) max f.
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Solutie gi barem. Din 22 + y? — 2y < 0 obtinem 22 + (y — 1)* < 1, adicii M reprezintd un disc

de centru B (0,1) §11azil 1. oo 1p
Apoi f(z,y) =22 +12 —62—10y = (2 —3)"+(y—5)7 =34 ..o, 1p
Dacd notdm M (z,y), unde (z,y) € M si A(3,5), avem f (z,y) = MA? —34........... 1p

a) Cum MA > AB— BM = 5—1 = 4, deducem cd min f = —18 gi se obtine cand
M E (ABYNC(B,1) e e 2p
1



b) Apoi MA < MB+AB = MB+5 < 6. Obtinem cd max f = 2 gi aceastd valoarea maxima
se obtine cand A, B, M sunt coliniare in aceasta ordine, adica M este punctul de intersectie al
cercului C (B, 1) cu dreapta AB astfel incat B € (AM) ... 2p

O

Problema 3. Pentru orice multime finita nevida X, consideram Bx = { f : X — X |f bijectivd} .
Pentru orice element f € Bx, notam ord f ca fiind cel mai mic numar k € N* pentru care
fofo..of =1x. Fie Fiz (f)={ce X |f(c) =c}.
—_—
kori f

Demonstrati ca, oricare ar fi f,g € Bx cu proprietatea fog = gof i (ord f, ord g) = 1, avem
Fix (f og) = Fix (f)NFix(g). Mai ramdne valabila egalitatea precedentd daca (ord f, ord g) =
27

NICOLAE BOURBACUT

Solutie i barem. Pentru simplitatea redactdrii vom nota fog = fgsi fofo..of = f&.
—_—

kori f
Fie ord f = n si ord ¢ = p. Pentru ¢ € Fix (f) N Fiz(g) avem f(c) = g(c) = ¢ si atunci
f(g(c))=cdeci ¢ € Fim (f 0 g) . v e 1p
Reciproc, notdm h = fg = gf. Fie ¢ € Fixz (h). Daca (n,m) = d, exista s,t € N astfel incat
NS — Pl = . oo 1p

Atunci f"(c) = ¢ = f™(c) = ¢ = fP*(c) = c. Dar ¢*(c) = ¢, deci g*"(c) = ¢ =
[P (gt (¢) = ¢ = fE(fP (g7 (¢))) = ¢ = f4(W' (c)) = ¢ = f?(c) = c. Analog obtinem i

() o G e 3p
Pentru d = 1 obtinem ¢ € Fiz (f) si ¢ € Fiz(g) de unde Fix (f o g) C Fiz (f)NFix (g) ceea
ce conduce la egalitatea din enunt. ....... .. .. 1p
Pentru d = 2 obtinem f? (c) = ¢, ceea ce nu implicd ¢ € Fix (f). Prin urmare egalitatea nu
este neaparat SatiSTACULA. ... ... 1p

O




