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CAMPULUNG MUSCEL, 15 AUGUST 2018

Clasa a VII-a

Problema 1. Fie n > 2 un numar natural. Se considera 2n bile. Pe fiecare din
aceste bile este scris cate un numar. Presupunem ca, oricum am grupa aceste 2n
bile in n perechi, exista doua perechi care au aceeagi suma.

(a) Aratati ca pe patru dintre bile este scris acelagi numar.

(b) Aratati ca pe bile sunt scrise cel mult n — 1 numere distincte.

VIITORIOLIMPICI.RO

Solutie:
(a) Daca pe bile sunt scrise numerele a1 < ay < az < ... < ag,, formam perechile
{ai,as2}, {as,as}, ..., {agn-1,0a2,}. Evident, avem a; +as < a3 +ag < ... <

(2,—1 + as,. Cum printre sume exista doua egale, vor exista si doua consecutive
egale, A25—1 + Q25 = Q2541 + a2542- Dar cum A25—1 < A2 < 2541 < 2542, rezulta ca
trebuie sa avem egalitate peste tot, adica agj—1 = ag; = agjy1 = agjio.

(b) Presupunem ca ar exista n valori distincte by < by < ... < b, scrise pe bile.
Aranjam si celelalte numere (egale sau nu cu celelalte n) in ordine crescatoare:
c1 < ¢ < ... < ¢, Formand grupele {by,c1}, {ba, 2}, ..., {by,c,}, obtinem
sumele distincte by +¢; < by + ¢ < ... < b, + ¢,, ceea ce contrazice ipoteza.
Asgadar putem avea cel mult n — 1 valori distincte.

Problema 2. Fie ABCD un patrat. Fie E simetricul lui A fata de B. Pe
diagonala BD se considera punctul F astfel incat m(LAEF) = 15°. Bisectoarea
ZFEC intersecteaza BC in M si CD in N. Aratati ca:

a) punctele A, F, M sunt coliniare;

b) triunghiul CNF este echilateral.

Adrian Bud

Solutia 1: (Mircea Fianu)

a) Construim patratul CBEG, iar in interiorul acestuia triunghiul echilateral
CGH. Triunghiul GHE este isoscel cu unghiul la varf de 30°, deci m(ZGEH) =
75°. Rezulta ca H se afla pe dreapta E'F. De asemenea, m(LZCHE) = 135° =
m(£LEBF), m(ZLHCFE) = 15° = m(£BEF) i CH = CG = BE, deci triunghiurile
EHC si FBE sunt congruente (ULU). Deducem ca triunghiul CEF' este isoscel,
deci m(LFCE) = 75° iar m(£LFCM) = 30°. Pe de alta parte, A BFA=ABFC



(LUL), deci m(£FAB) = 30°. M se afla pe mediatoarea segmentului [AE], deci
triunghiul M AFE este isoscel. Rezulta ca m(LMAE) = m(LMEA) = 30° =
m(LFAE), deci F € AM.

b) Punctul N se afld pe mediatoarea segmentului [C'F], deci triunghiul NC'F este
isoscel cu unghiul ZNCF' de 60°, prin urmare este echilateral.
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Solutia 2: (Mircea Fianu)

a) (E'F este bisectoarea unghiului ZM EB, iar (BF este bisectoare exterioara in
triunghiul EBM, deci F este centrul cercului exinscris triunghiului M BE tangent
laturii [BM]. Atunci si (M F este bisectoare exterioara si, cam m(ZBME) = 60°,
rezultd cd m(LNMF) = m(LFMB) = 60°. Pe de alta parte, din AMAB =
A MEB rezulta m(LAMB) = m(£ZEMB) = 60°, deci ZAMB = ZEMB. Deci
Fe AM.

b) Avem: m(ZFCM) = m(LFAB) = 30°, deci m(LFCE) = 75°. Rezulta ca
EM 1 CF, deci dreapta M N este mediatoarea segmentului [F'C]. Rezulta ca tri-
unghiul NCF este isoscel cu unghiul ZNCF de 60°, prin urmare este echilateral.




Problema 3. Determinati cea mai mica constanta ¢ > 0 pentru care avem pro-
prietatea:
pentru orice m,n € N este adevarata inegalitatea

Vm24+1—+vn2+ 1| < cjm —nl.

Solutie: Aratam ca ¢ = 1 satisface proprietatea din enun’t.
Fara a restrange generalitatea, putem presupune m > n. Atunci vm2+1 >
v/n2? + 1, deci inegalitatea din enunt, revine la v/m?2 + 1—v/n2 + 1 < m—n. Ea este
m? — n?
<
Vm?+1+vn?+1 "~
m —n, adica m +n < vVm?2 + 1 4+ v/n? + 1 ceea ce este evident adevirat.
Presupunand ca afirmatia este adevarata pentru un ¢ < 1, scriind conditia pentru
m = 0 si n arbitrar, ar trebui sa avem vn? +1 <en+1,Vn € N*, adican? +1 <
c?n? + 2cn + 1. Din aceasta ultima relatie rezulta n(1 — ¢®) < 2c si, impartind cu

evident adevarata pentru m = n. Pentru m > n ea se scrie

1 —c? > 0, obtinem ca n < Vn € N* ceea ce contrazice faptul ca exista

1—c?’
numere naturale oricat de mari.



