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1. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Fazei Nationale a Olimpiadei de Matematica
pentru clasele a V-a gi a VI-a, Sighigsoara 2013, sunt, din nou, dupa cum v-
am obisnuit, opinia personala a autorului. Ele sunt adaugate la o prezentare
selectatd a probelor de concurs.’

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, si prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt, sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile personale.

2. CLASA A V-A

Subiectul (1). Un numar natural de patru cifre diferite douda cate doud,
avind forma abed, se numeste interesant dacd a-d+b-c = 33. Ardtati
ca suma tuturor numerelor interesante de patru cifre este multiplu de 11.

Solugie. Dat fiind ca, pentru patru cifre distincte a, b, ¢, d pentru care avem
ad + bc = constant, existd opt numere interesante, in care fiecare dintre
cifre apare de cate doud ori pe fiecare pozitie, rezultd cid suma lor este
2(a+b+c+d)(10> + 1024104+ 1) = 2-11-101(a + b+ ¢ + d), multiplu de
11. Prin urmare, suma tuturor numerelor interesante este multiplu de 11, si
aceasta oricare ar fi valoarea constantei ad + bc.

Un moment! Aceasta presupune ca niciuna dintre cifre nu este 0, caci
atunci doua dintre cele opt numere considerate mai sus nu ar fi numere
naturale de patru cifre, iar suma celor gase ramase nu ar mai fi un
multiplu de 11. De-abia aici intervine valoarea 33 = 3 - 11, caci aceasta
face sa nu existe numere naturale interesante de patru cifre avand una din
cifre 0.

Multumirile mele sincere celor cu care am dialogat cu privire la problemele propuse si
la efectele dorite, discutii care au condus la materialul de fata.
!Consultati subiectele, solutiile oficiale si rezultatele la http://ssmr.ro/onm2013
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Din pacate, aceasta observatie esentiala lipseste din solutia oficiala, si
dupa cum se vede este instrumentala. Mi se pare "unfair” folosirea unei
valori particulare, care in plus este si multiplu de 11, cand de fapt orice
valoare a constantei duce la acelasi rezultat (este suficient sa se postuleze
cifrele ca fiind nenule); banuiesc o malitiozitate neavenita. O

Subiectul (2). Consideram o descompunere a tablei de sah 8 X8 in p drept-
unghiuri care nu se suprapun, astfel incat fiecare dreptunghi sd con{ind un
numdar intreg de patratele, dintre care jumdatate sa fie albe. si sa nu existe
doua dreptunghiurt avand acelasi numar de patratele. Determinati valoarea
mazrima a lui p.

Solutie. Dreptunghiurile contin fiecare un numar par de patratele; deoarece
avem 24+4+6+8+10+12+14+16 = 72 > 64 = 8-8 (suma celor mai mici
opt numere pare nenule distincte), rezulta ca p < 8. Pentru p = 7 gasim o
partitie cu dreptunghiuri 2 x 1, 2 x 7,2 x 2, 2x6,2x3,2x5¢gi 2x8.

No comment. O

Subiectul (3). Fie a,b,c,d,z,y,z,t cifre astfel incat 0 < a <b<c <d si

dcba = abed + xyzt.

Determinaii toate valorile posibile ale sumei S = zyzt + tzyz.

Solutie. Avem S = 1001(x + t) + 110(y + 2z). Dar zyzt = dcba — abed =
1000(d—a)+4100(c—b)—10(c—b)—(d—a),unde 2 < d—a < 8§10 < c—b < 6.
Pentrub=crezulta x +t =9gi 2 =t =9, deci S = 9009 + 1980 = 10989.
Pentru b < crezulta x +¢t =10si z +t = 8, deci S = 10010 + 880 = 10890.

Ma intreb care este scopul unei astfel de probleme — insipida, irelevanta,
accidentala, si care nu verifica nicio cunostinta specifica. O

Subiectul (4). Elevii unei clase merg pe o poteca de munte, unul in spatele
celuilalt. Cand Andrei a ajuns la caband, in caband se aflau deja jumdatate
din numarul elevilor aflati incd pe traseu. Bianca a ajuns la caband a zecea
dupa Andrei, iar dupd ea au ramas de doud ori mai pufini elevi decat cei
ajungi tnaintea et la caband. Cafi elevi sunt in acea clasa?

Solugie. Cand Andrei ajunge la cabana, acolo se afla deja a elevi, cu 2a
ramagi inca pe traseu. Cand Bianca ajunge la cabana, acolo se afla deja 2b
elevi, cu b ramasi inca pe traseu. Din conditiile problemei 2b = a + 10, si
cum avem evident 3a = 3b = N — 1, unde N este numarul elevilor din clasa,
rezulta a = b, deci b = 10, agsadar N =1+ 3b = 31.

Solutia oficiala conduce la calcule o tara mai complicate, dar oricum este o
problema mult prea ugoara pentru pozitia ultima din proba clasei a V-a. [
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3. CLAsA A VI-A

Subiectul (1). Ana, Barbu, Carmen gi Dan au de rezolvat 60 de probleme.
Ana a rezolvat 45 dintre ele, Barbu a rezolvat 48, Carmen a rezolvat 44, iar
Dan a rezolvat 47 de probleme. Ardtafi ca probabilitatea ca o problemd din
cele 60 sa fie rezolvata de toti cei patru este cel pulin egald cu 1/15.

Solutie. Solutia oficiala pune degetul direct pe rana, lucrand cu problemele
care nu au fost rezolvate. Cei patru copii nu au rezolvat 15, 12, 16 respec-
tiv 13 probleme; in total cel mult (caci pot fi suprapuneri intre problemele
nerezolvate de elevi diferiti) 15+ 12 4 16 + 13 = 56 de probleme. Inseamni
ca cel putin 60 — 56 = 4 probleme au fost rezolvate de toata lumea, si atunci
probabilitatea ceruta este de cel putin 4/60 = 1/15.

Direct si la obiect; o problema usoara, dar nu e nimic rau cu asta. Este
instructiv sa prezentam si solutia complementara, care foloseste identitatea
data de Principiul Includerii si Excluderii

IXUY|=|X|+|Y]-|XNY]|
Atunci (notatiile sunt evidente)

AN B| = |A| + |B| — |AUB| > 45 + 48 — 60 = 33,
(ANB)NC|=|ANB|+|C|—|[(ANB)UC| > 33+44 — 60 = 17,
((ANBNC)ND| =|ANBNC|+|D|-[(AnNBNC)UD| > 17+47—-60 = 4.
Rezulta [AN BN CND| >4, cu aceeasi concluzie. O

Subiectul (2). Un dreptunghi este impartit in 49 x 101 patrate egale. In
patratul din stanga jos se afla o moneda. Doi copii imagineaza urmatorul
joc — pe rand, fiecare dintre ei mutad moneda din locul in care se afla pe un
patrat oarecare situat la dreapta, pe aceeasi linie sau pe un pdtrat oarecare
situat deasupra, pe aceeasi coloanda. Castiga jucatorul care plaseazd moneda
in patratul din dreapta sus.

Ardtati ca primul jucator poate castiga, oricum ar juca cel de-al doilea.

Solutie. In fine, o problema simpatica, de strategie. Sa lucram cu un drept-
unghi de dimensiuni m X n, cu liniile numerotate de jos in sus, iar coloanele
sunt numerotate de la stanga la dreapta. Atunci patratul din stanga jos
este identificat prin perechea de coordonate (1, 1), patratul din dreapta sus
este identificat prin perechea de coordonate (m,n), iar orice alt patrat este
identificat printr-o pereche de coordonate (i,j), cu 1 <i<m, 1< j <n.
Deoarece jocul nu se poate termina indecis (in cel mult m +n — 2 mutari
cineva castigad), unul dintre jucatori trebuie sa aiba o strategie castigatoare.
Un patrat este o pozitie perdanta daca jucatorul care este la mutare, cu
moneda in acel patrat, pierde orice ar face. Din enunt rezulta ca (m,n)
este perdant. Dar orice pozitie (m — k,n — k) este si ea perdanta, caci
orice mutare, cu £ linii mai sus sau £ coloane mai la dreapta, poate fi contra-
balansata printr-o mutare corespunzatoare, catre pozitia (m—k+¢, n—k+/¢).
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Orice alta pozitie (7, ) este castigatoare, caci exista o mutare (unica) catre
o pozitie perdanta, de tipul (m — k,n — k).

Rezulta ca primul jucator are o strategie cagtigatoare pentru m # n, iar
al doilea jucator are o strategie castigatoare pentru m = n. In cazul nostru,
primul jucator cagtiga. ([

Subiectul (3). Se considera numerele prime p < q < r $i numarul natural
nenul a < p. Numdarul n este cel mai mic numdr natural nenul care impartit
la p, q sir da, de fiecare data, restul cu a mai mic decat tmpartitorul.

(i) Determinati, in functie de p, q, r $i a, numarul n.
(i) Daca n = 1000, determinati valorile posibile ale lui a.

Solutie.

(i) Pentru m € {p,q,r} avem deci n = aw + 3, cu f = 7® — a, agadar
n+a=m(a+1), de unde 7 | n + a. Deoarece numerele prime p, g, r sunt
distincte, rezulta pgr | n + a, deci n > pgr — a, si evident numarul n cel mai
mic va fi .

(i) Acum, 103 = 1000 =n = pgr —a > p3> —p > (p—1)3, de unde p < 11,
asadar p € {2,3,5,7}. Deoarece a < p, rezulta 1 < a < 6. Pentru a = 1
avem pgr = 1001 = 7- 11 - 13, deci solutia ’ (p,q,r,a) = (7,11,13,1) ‘

Solutia oficiala se leneveste acum, si acorda 1 punct pentru ”Justificarea
faptului ca celelalte cazuri nu sunt posibile”, de parca ar fi mare scofala.
Evident nu putem avea a par, caci atunci 2 | 1000 + a = pqr, ceea ce
forteaza p = 2 < a, imposibil. Nu putem avea nici a = 5, caci atunci
3 | 1000 + 5 = pgr, ceea ce forteaza p = 3 < 5 = a, imposibil. In fine,
nu putem avea nici a = 3, caci atunci 1000 + 3 = 17 - 59 = pqr este iarasi
imposibil. Punctul b) este lipsit de mari merite, cdci nu aduce decat o
plicticoasa trecere in revista a putine cazuri posibile. ([

Subiectul (4). Se considera triunghiul ABC cu AB = AC, ZBAC = 90°.
Fie D € BC astfel incat AD 1 BC'. Bisectoarea unghiului ZABC' inter-
secteaza dreapta AD in punctul I. Demonstrati ca BA+ Al = BC.

Solutie. Solutia oficiala face constructia auxiliara a punctului M pe latura
BC, pentru care BA = BM; atunci triunghiul ABM este isoscel in B, iar
triunghiurile ABI si C AM rezulta congruente, deci BA+AI = BM+MC =
BC. Dar nu degeaba punctul I a fost numit astfel — el este centrul cercului
inscris in AABC, caci AD este si bisectoare. Atunci, notand cateta AABC

cu £, avem BC = (/2 i AD = 6\25. Rezulta ¢2 = 2[ABC]| = £(2++/2)ID,
2-V2

deci ID =/ ,sideci AT = AD —ID = {(v/2—1), de unde finalmente
BA+ Al =(+0(v/2-1)=(/2= BC. O
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4. INCHEIERE

Site-ul oficial http://colegiulunirea.ro/onm56ms/, important si el —
pentru comunicarea intre lumea concursului si cea ”exterioara” — totusi fiind
secundar continutului matematic, a fost relativ lent, problemele si solutiile
aparand cu intarziere, iar rezultatele cu gi mai mare intarziere.

Problemele au suferit in general de boala prevalenta a lipsei de miez
si continut de idei. Poate sunt eu prea neingaduitor, gi necunoscator al
continutului programei gcolare pentru aceste clase mici, dar sunt sigur ca
se pot intreba lucruri mai apropiate de spiritul matematic decat travaliul
steril, asupra unor situatii artificiale, din care nu raméanem cu mai nimic.
Tata, salut din nou Subiectul 2 de la clasa a VI-a, proaspat si iesit din fagagul
batatorit al rutinei.

Unii dintre voi nici nu au participat; va urez succes si o calificare stralucita
in anii care vor veni. Unii au avut un concurs de proasta calitate — nu va
descurajati! norocul se poate intoarce. Unii au obtinut rezultatele pentru
care au muncit si pe care le-au dorit — felicitarile mele cele mai sincere!



