EVALUARE si EXEMPLU
de ANDREI ECKSTEIN

Campulung, 20 august 2013

O metoda foarte des folosita in rezolvarea problemelor care cer determinarea valorii
minime sau maxime a unei expresii este metoda evalueaza, apoi da un exemplu.
Pentru o problema de maxim, ,,evalueazd” inseamna ,,arata ca maximul nu poate
depasi M”. A doua parte a demonstratiei consta in a da un exemplu in care valoa-
rea M se atinge. Deseori dificultatea consta in ghicirea valorii M. Foarte frecvent
vom fi confruntati cu urmatoarea dilema: cel mai ,,bun” M pentru care am gasit
un exemplu nu coincide cu cel mai ,,bun” M pentru care am demonstrat o esti-
mare: exista un interval intre cele doua numere. Sa incercam oare sa imbunatatim
estimarile noastre, eventual recurgand la alte argumente, sau sa perseveram in
cautarea unor exemple ,,mai bune”? Din pacate nu exista un raspuns sistematic
la aceasta dilema.

A. Probleme rezolvate in detaliu:

1. Care este numarul maxim de numere naturale distincte care au suma 20137

Solutie: Aratam mai intai ca numarul maxim nu poate depasi 63 (,,evaluarea”).

Sa presupunem ca ar fi posibil ca suma a mai mult de 63 de numere naturale dis-

63 - 64
tincte sa fie 2013. Atunci suma lor va fi cel putin 0 +1+2+ ... + 63 = —5 =

2016 > 2013, contradictie. Astfel am demonstrat ca putem avea cel mult 63 de
numere.

A doua parte consta din a furniza un ezemplu care sa arate ca exista 63 de numere
naturale distincte cu suma 2013.

2
Consideram numerele 0,1, 2, ...,61 si 122. Suma acestora este +122 = 2013.
2. Care este numarul maxim de ture care pot fi plasate pe tabla de sah astfel incat
nicicare doua sa nu se atace una pe alta?
Aceeasi intrebare pentru dame, nebuni, regi si cai.
(Nu se va tine seama de culoarea pieselor.)

Solutie:
(a) ture
Nu putem avea doua ture pe aceeasi linie, deci putem plasa cel mult 8 ture (partea

de ,,evaluare”).
Plasand 8 ture pe o diagonala ofera un exemplu de cum pot fi plasate 8 ture pe

tabla. Am aratat astfel ca maximul cautat este 8.

(b) dame
Nu putem avea doua dame pe aceeasi linie, deci putem plasa cel mult 8 dame pe



tabla (partea de ,,evaluare”).

Un exemplu cu 8 dame pe tabla care nu se ataca una pe alta este ceva mai greu
de construit. Cu notatiile de la gsah (liniile 1,2,...,8, coloanele a,b,....h) un exemplu
ar fi sa plasam damele in a2, b4, c6, d8, e3, f1, g7 si h5.

Facand abstractie de rotatii si simetrii, sunt 12 moduri de a plasa cele 8 dame;
vezi http://en.wikipedia.org/wiki/8_queens

(c) nebuni

evaluare: Sa consideram diagonala care uneste coltul din stanga jos cu cel din
dreapta sus, precum gsi toate ,liniile diagonale mai scurte” paralele cu aceasta.
Sunt 15 asemenea diagonale, dintre care doua trec doar prin cate un singur patrat
unitate (patratele din colturile din stanga sus si respectiv dreapta jos). Aceste 15
linii acopera toata tabla, prin urmare nu putem avea mai mult de 15 nebuni pe
tabla. Dar daca am avea 15 nebuni, doi dintre ei vor trebui sa se gaseasca in colturi
opuse ale table (stanga sus si dreapta jos), deci putem plasa cel mult 14 nebuni.
Un exemplu cu 14 nebuni: plasam cate un nebun in fiecare patrat al primei linii,

apoi cate un nebun in fiecare patrat din ultima linie, cu exceptia colturilor.

(d) regi

impért;ind tabla in 16 patrate 2 x 2, este evident ca in niciun patrat nu putem
plasa mai mult de un rege, deci putem avea cel mult 16 regi. Pe de alta parte,
plasand cate un rege in coltul din dreapta sus pentru fiecare din aceste 16 patrate
2 x 2 obtinem un exemplu de 16 regi pe o tabla de sah, nicicare doi atacandu-se
reciproc. Prin urmare maximul cautat este 16.

(e) cai

Pentru partea de ezemplu, sa observam ca la orice mutare, un cal schimba culoarea
patratelului. Astfel, plasand 32 de cai pe cele 32 de patratele albe ale tablei, acesti
32 de cai nu se ataca unul pe altul.

Pentru a demonstra ca nu se pot plasa mai mult de 32 de cai care sa nu se atace
unul pe altul (partea de evaluare), observam ca in oricare din dreptunghiurile 2 x 4
putem plasa cel mult 4 cai. (Putem grupa in perechi cele 8 patrate ale dreptun-
ghiului astfel incat daca am plasa cate un cal in cele doua patrate ale unei perechi,
acestia sa se atace unul pe altul.) Deoarece putem acoperi tabla de gsah cu 8 aseme-
nea dreptunghiuri si in fiecare din ele putem avea cel mult 4 cai, deducem ca in
total putem avea maxim 32 de cai.

Observatie: Daca un exemplu nu poate fi imbunatatit (numim un asemenea e-
xemplu ,,saturat”), acest lucru nu inseamna neapéarat ca el ofera numarul maxim.
Daca am plasat n piese i oricum am plasa o a n+ 1-a aceasta ar fi atacata de una
din precedentele n piese, inseamna ca exemplul nostru cu n piese este saturat, dar
nu neaparat maximal. Poate ca, plasand altfel primele n piese, am fi putut plasa
sioan+ l-a.

Ezercitiu: Aratati ca o configuratie formata din 7 ture pe tabla de sah nu poate fi
saturata. Ramane afirmatia adevarata si pentru o configuratie de 7 dame?



B. Probleme discutate.

3. Determinati numarul maxim de figuri congruente cu | care pot fi plasate

intr-un patrat 7 x 7 (fara suprapuneri) astfel incat fiecare figura sa acopere exact
4 patratele unitate.

4. In fiecare patrat al unei table 9 x 9 sta cate un carabus. La un semnal, fiecare
carabug se muta diagonal pe un patratel vecin. Este posibil ca mai multi carabusi
sa se fi mutat aceleasi patratele si niciunii in altele. Aflati numarul minim de
patratele care nu contin carabusi.

5. Se considera un gir format din 2n patrate colorate alternativ negru si alb. O
mutare consta in a alege o multime compacta de patrate (care impreuna formeaza
un dreptunghi, adica fara spatii intre patratele alese) si a interverti culorile acestor
patrate (din alb in negru si din negru in alb). Care este numéarul minim de mutari
necesare pentru a face tot randul monocolor?

6. Se considera o tabla de sah 8 x 8. In unele dintre patratele unitate se traseaza
o diagonala astfel ca nicicare doua asemenea diagonale sa nu aiba vreun punct
comun. Care este numarul maxim de diagonale care se pot trasa?

baraj juniori, 2010

C. Probleme rezolvate.

1. Determinati cel mai mic numar natural n cu proprietatea ca putem colora
fiecare numar natural nenul in rogu sau albastru astfel incat n sa fie simultan suma
a cinci numere rosii precum §i suma a cinci numere albastre.

Concursul interjudetean ,,L. Panaitopol”, 2012, clasa a 6-a

Solutie: Numarul este 28. Suma primelor 10 numere naturale nenule este egala
cu b5. Deoarece 55 este impar, multimea celor 10 numere nu poate fi impartita
in doua submultimi disjuncte cu sumele elementelor egale. Consideram multimea
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,11} care are suma elementelor egala cu 56. Coloram, de e-
xemplu, numerele 1, 2, 5, 9 si 11 in rosu, iar numerele 3, 4, 6, 7 si 8 in albastru.
Suma numerelor din fiecare culoare este egala cu 28.

2. Pe o tabla 9 x 9 sunt colorate 40 din cele 81 de patratele. Despre o linie
orizontala sau verticala se spune ca este buna daca ea contine mai multe patratele
colorate decat necolorate. Care este cel mai mare numar de linii bune (orizontale
si verticale) pe care il poate avea tabla?

Olimpiada Kazahstan, 2005
Solutie: Putem avea maximum 8 randuri si 8 coloane bune caci fiecare trebuie sa
contina 5 patratele colorate si sunt 40 cu totul. O asemenea colorare: coloana 1 si
randul 1 necolorate, apoi in patratul 8 x 8 ramas coloram doua patrate 4 x 4 opuse
si diagonala ce trece prin cele doua patrate 4 x 4 albe.



3. Casutele unui patrat 100 x 100 se coloreaza in alb si negru astfel incat in orice
dreptunghi 1 x 2 exista cel putin o casuta neagra si in orice dreptunghi 1 x 6 exista
doua casute negre vecine. Care e numarul minim de casute negre ale patratului?

Olimpiada Ucraina, 2000

Solutie: Orice dreptunghi 1 x 5 trebuie sa contina macar 3 casute negre. Daca am
avea succesiunea ANANA nu-1 mai putem completa la un dreptunghi 1 x 6 cu doua
negre vecine. Atunci avem cel putin 6000 de casute negre. Un exemplu cu 6000
e sa pavam patratul cu patrate 5 x 5 avand liniile NANAN, ANANN, NANNA,
ANNAN, NNANA.

4. In fiecare camp unitate al unei livezi m x n se afla cate un mar. Un numar de
k arici pornesc, pe rand, din campul stanga-sus al livezii si se misca spre campul
din dreapta-jos. La fiecare miscare un arici se poate deplasa cu un singur camp,
spre dreapta sau in jos, fara a iesi din livada. Ariciul poate sa culeaga marul din
campul pe care 1l viziteaza, daca acesta nu a fost deja cules de alt arici. Determinati
numarul £ minim pentru care aricii pot culege toate merele.

Turie Boreico, Recreatic Matematice nr. 2/2007

Solutie: Marcam patratelele aflate pe bisectoarea unghiului drept care formeaza
coltul din stanga-jos. Cele min{m,n} mere de pe ea trebuie culese de arici diferiti.
Pe de alta parte acest numar, min{m,n}, este suficient.

5. Pe un cerc sunt scrise numerele naturale de la 1 la N astfel incat fiecare doua

numere vecine sa aiba cel putin o cifra comuna. Sa se gaseasca cel mai mic numar

N pentru care se poate realiza acest lucru si sa se dea un astfel de exemplu.
Adrian Burlan, Olimpiada locala Valcea, 2010

Solutie: Deoarece numarul 1 apare pe cerc, trebuie sa apara cel putin si 10 si 11,
deci implicit i 9. Dar atunci trebuie sa apara pe cerc si 19 i 29. Asadar N > 29.
Vom demonstra ca pentru N = 29 putem plasa numerele de la 1 la N astfel incat
fiecare doua numere vecine sa aiba cel putin o cifra comuna. lata un exemplu de
cum putem dispune numerele pe cerc: 19, 9, 29, 28, 8, 18, 17, 7, 27, 26, 6, 16, 15,
5,25,24, 4,14, 13, 3, 23, 22, 2, 12, 11, 1, 21, 20, 10.

6. Dintr-un patrat n X n se elimina patratelele unitate pentru care numarul liniei si
numarul coloanei sunt ambele impare. Aflati numarul minim de dale dreptunghiu-
lare de forma &k x 1, unde k € {1,2,...,n}, necesar pentru a pava suprafata ramasa.

Andrei Eckstein, baraj de juniori, 2012

Solutie: Vom nota cu a;; patratelul unitate aflat pe linia 7 si coloana j, 1 <1i,j < n.
Coloram patratul initial asemeni unei table de sah astfel incat aq; sa fie colorat cu
negru.

Observatia de baza este ca, pentru orice k € {1,2,...,n}, diferenta dintre numarul
de patratele albe si respectiv negre pe care le acopera o dala k£ x 1 este cel mult
egala cu 1.



Daca n = 2m + 1, m € N*, in figura ramasa sunt 2m? 4 2m patratele albe si m?
patratele negre, deci, tinand cont de observatia de baza, sunt necesare cel putin
m? + 2m dale. Acest minim este atins daci se paveaza fiecare patratel aflat pe o
linie impara cu o dala 1 x 1, iar liniile pare cu dale n x 1.

Daca n = 2m, m € N*, in figura ramasa sunt 2m? patritele albe si m? patratele
negre, deci, tinand cont de observatia de bazi, sunt necesare cel putin m? dale.
O pavare cu m? dale este imposibild, deoarece, in acest caz fiecare dala ar avea
in capete patratele albe, iar patratelul a,,, care este negru, trebuie sa se afle in
capatul unei dale.

Prin urmare, sunt necesare cel putin m? + 1 dale. Acest minim este atins daca se
paveaza ca mai sus patratul format de primele n — 1 linii gi n — 1 coloane (astfel
se folosesc (m —1)> +2(m — 1) = m? — 1 dale), iar bordura rimasi se acoperi cu
odalan x1sgiodalda (n—1)x1.

D. Probleme propuse.

1. Sa se afle cel mai mare n cu proprietatea ca exista n numere intregi mai mari
ca 2 astfel Incat suma oricaror trei dintre ele este un numar prim. [1]

2. Isaac plaseaza cateva jetoane pe patratelele unei table de sah 8 x 8 astfel incat
in niciunul din cele 64 de patratele sa nu se afle mai mult de un jeton. Determinati,
cu justificare, numarul maxim de jetoane care pot fi plasate pe tabla astfel incat
pe nicio linie, pe nicio coloana si pe niciuna din cele doua diagonale ale patratului

sa nu se afle 5 sau mai multe jetoane.
Olimpiada Marea Britanie, 2012-2013

3. Care este numarul maxim de patratele ale unei table de sah 8 x 8 care pot fi
colorate cu verde astfel incat orice ,,trominou” (figura in forma de ,L.” formata
din lipirea a 3 patatele) sa acopere cel mult un patratel verde? (Trominoul poate
fi rotit i plasat in orice pozitie.) [2]

4. Care este cel mai mic numar de patratele ale unei table de sah 8 x 8 care pot
fi colorate cu verde astfel incat in fiecare trominou sa existe cel putin un patratel
colorat verde?

Indicatie: impér‘gi’gi tabla de sah in 16 patrate 2 x 2. Aplicati principiul cutiei:
patratele sunt cutiile, iar patratelele verzi sunt bilele.

E. Raspunsuri la problemele propuse.

1.4, 2.32; 3.32; 4. 32;
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