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Abstract

Articolul de fata prezinta ideile generale de aplicare a principiului extremal, formele sub care
se prezinta acesta gi exemple de utilizare in rezolvarea problemelor de algebra, geometrie, combi-
natorica.

Materialul a fost prezentat de autor in cadrul sedintelor de pregatire ale lotului largit de juniori.

1 Suportul teoretic

In matematica elementara, aplicarea principiului extremal ca metoda de rationament in rezolvarea
unei probleme reprezinta studierea proprietatilor celui mai mic/mare element al unei multimi asociate
problemei si analizarea informatiilor oferite de acest element extremal.

In general, vom aplica principiul extremal in problemele in care intervin urmatoarele tipuri de
multimi:

a) multimi finite — care au atat un cel mai mic element cat si un cel mai mare element;

b) submultimi ale lui N — care au intotdeauna un cel mai mic element.

Evidentiem cele de mai sus prin doua probleme:

Problema 1| Sa se determine mulfimile A C N* cu proprietatea ca V z,y € A, x >y =z —y € A.

Concursul Nicolae Coculescu 2005

Solutie. Fie a = min A si x € A ales arbitrar. Din teorema Impartirii cu rest, exista ¢,r € N,
r < a, astfel incat x = aq + r.

Presupunéand r > 0, folosind proprietatea din enunt rezulta ca numerele x—a, x—2a, ..., t—qa € A,
deci r € A, contradictie, deoarece r este un element al lui A mai mic decat min A. Ca urmare, r = 0.
Rezulta ca a | z, pentru orice z € A. Atunci:

— daca A este finita gi na = max A, atunci A = {a,2a,...,na};

— daca A este infinita, atunci A = {na | n € N*}.

Problema 2

Determinati multimile A C N\ {0,1} cu proprietatea cd pentru orice n € A, n®> +4 € A si

[V/n]+1 € A.
Baraj 4 OBMJ 2007

Solutie. Fiind o submultime a multimii numerelor naturale, A admite un cel mai mic element.
Fie a =min A (a > 2).

Atunci [a]+1 € A, deci [a|+1>a < [Va] >a-1=Va>a—-1<a(a—3)+1<0,cu
solutia unica (in conditiile problemei) a = 2.

Pentru orice numéar natural n € A, rezulta ca [ n? + 4} + 1€ A, adica n+ 1 € A. Ca urmare,
A=12,34,..} =N\ {0,1}.
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In unele probleme in care se cere sa se demonstreze ca o anumita afirmatie este falsa, alegerea ele-
mentului minimal « (respeciv maximal) trebuie coroborata cu constructia unui nou element extremal,
ceea ce conduce la contrazicerea minimalitatii (maximalitatii) lui a. Un exemplu clasic de aplicare a
acestei idei este:

Problema 3| Sad se demonstreze ca mulfimea numerelor prime este infinitd.

Solutie (Euclid). Presupunem prin absurd ca multimea P a numerelor prime este finita, de
cardinal n (n € N*) | si fie p; < p2 < ... < p, elementele sale. Atunci numarul p = p1ps...p, + 1 este
tot un numar prim, deoarece nu este divizibil cu niciunul dintre numerele pi, p2, ..., pn si, in plus,
este mai mare decat cel mai mare element al multimii . Ca urmare, P este infinita.

Proprietatea de ordonare a multimii numerelor naturale pune in evidenta doua proprietati speciale
ale multimii N :

(1) Nu exista un sir infinit strict descrescator de numere naturale n; > ng > ... > n; > njy1 > ...

(2) Daca sirul de numere naturale (n;),~, este descrescator: ny > ng > ... > n; > njp1 > ..., atunci
el devine stationar de la un anumit rang incolo, adica exista ig astfel incat n;, = njy+1 = niy42 = ...

O astfel de metoda, aplicata in cazul in care se poate construi un element ma: mic decat elementul
minimal, apartine lui Pierre de Fermat si este cunoscuta sub numele de descendenta infinita. Ea poate
fi formulata in modul urmator:

Metoda descendentei infinite a lui Fermat (MDIF). Fie m un numar natural si P o
proprietate referitoare la numerele naturale nenule astfel incat daca P (k) este adevdarata pentru un
numar k > m, atunci exista j € N, m < j <k, astfel incit P (j) este adevarata.

Atunci P (n) este falsa pentru orice n > m.

Acest lucru se intampla deoarece daca ar exista n > m pentru care P (n) este adevarata, atunci
s-ar putea construi un sir infinit de numere naturale pentru care propozitia P ar fi adevarata: n >
ny >mng > ... >n; >Ny > ..., ceea ce nu este posibil.

Exemplificam aceasta metoda prin doua probleme date la concursurile nationale din Rusia:

Problema 4

Sd se rezolve in numere naturale ecuatia x> + 2y = 423.

Solutie. Se observa ca (0,0,0) este solutie. S& presupunem ca ecuatia are o solutie netriviala
(0,0, 20) . Deoarece v/2 si V/4 sunt ambele irationale, numerele xg, yo i zo sunt toate nenule. Sa
observam ca x( este cu necesitate par. Ca urmare, x9p = 2z1, cu ;7 € N*. inlocuind7 obtinem
4ZL‘§’ + yS = 228’, deci si 1y este par, adica yg = 2y1, cu y1 € N*. Analog rezulta zg = 221, cu z; € N*.

Continuand rationamentul, obtinem un gir de solutii naturale (z,, yn, ZN)nzo cu proprietatea ca
(@), > este strict descrescator, contradictie. Deci ecuatia data are doar solutia + =y = z = 0.

Observatie. Solutia problemei poate fi prezentata si astfel: Presupunand c& existd solutii
(x,y,z) € N* x N* x N* dintre toate solutiile o alegem pe cea cu suma componentelor cea mai
mica; fie aceasta (xo,yo,20). Proceddnd ca mai sus, obtinem o noua solutie (z1,y1,21) a ecuatiei
din enunt, pentru care z1 + y1 + 21 < To + Yo + 20, contradictie cu minimalitatea alegerii. Metoda
descendentei infinite ne spune ca presupunerea facuta — existenta solutiilor nenule — este falsa.

Problema 5

y . . o 22 + 6% = 22
Sa se rezolve in numere intregi sistemul

622 + 32 = 12
Solutie. La fel ca mai sus, se observa ca (0,0,0,0) este solutie a sistemului. Vom presupune
ca exista solutii netriviale. Evident, orice solutie (z,y, z,t) genereaza o solutie cu componente strict
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pozitive, si anume (|z|,|y|, |z, |t|) . Dintre toate solutiile (z,y, z,t) cu componente strict pozitive, o
alegem pe cea pentru care suma x + y + z + ¢ este minima.

Adunand ecuatiile, obtinem 7 (a:2 + y2) = 22 + 12, deci 7 | 2% + t2. Studiind resturile patratice
modulo 7, deducem ca 7 | z §i 7 | t, deci z = Tz si t = Tty, cu t1,21 € N*. Inlocuind in ecuatia
anterioars, obtinem a2 + y* = 7 (27 + t3) , deci 7 | 2 + ¢?, adicd 7 | 2 si 7 | y. Ca urmare, x = Tz si
y = Ty1, cu x1,y1 € N*. Revenind la sistemul initial, constatam ca (z1,y1, 21t1) este o noua solutie a
acestuia, pentru care 1 + y1 + 21 +t1 < ¢ + y + 2 + t, contradictie cu minimalitatea alegerii.

In concluzie, sistemul admite doar solutia banala x =y =2 =t = 0.

Incheiem prezentarea cu cateva probleme cu aroma geometrica.

Problema 6

Sa se demonstreze cd in orice pentagon conver putem alege trei diagonale cu care se poate construi
un triunghi.

Solutie. Fie [BE] cea mai lunga diagonala a pentagonului convex ABCDE. In patrulaterul BCDE
aplicam proprietatea conform céreia suma diagonalelor este mai mare decat suma oricaror doua laturi
opuse; ca urmare:

BD+CFE > BE+CD > BE,
deci se poate construi un triunghi de laturi BD, CE si BE.

Problema 7 |Orice poliedru convex are cel putin doud fete cu acelasi numdar de laturi.

Solutie. Fie F fata cu cel mai mare numar m de muchii. Daca nu exista nicio alta fata cu m muchii,
cele m fete adiacente lui F' pot avea ca numar de laturi un element al multimii {3,4,5,...,m — 1}.
Sunt doar m — 3 posibilitati pentru m fete, deci, cu principiul cutiei, exista cel putin doua fete cu
acelagi numar de laturi.

Problema 8| Fie 2n puncte in plan, oricare 3 necoliniare. Ezxact n dintre ele notate Ay, Ao, ..., Ay,

reprezintd ferme, iar celelalte, notate Fy, Fs, ..., F, reprezintd fantani. Ardtali cd existd o asociere
bijectiva intre ferme si fantani, astfel incdt oricare doud din cele n drumuri drepte (segmente) fermd-—
fantana nu se intersecteaza.

Solutie. Pentru orice permutare o a multimii {1,2,...,n}, fie S = Y A;F,;. Dintre toate per-
mutarile, fie 7 cea care minimizeaza pe S. Presupunand ca exista doud segmente A; F; ;) si A;jF(;) care
se intersecteaza, inlocuind aceste segmente cu A;Fy(;y si A;jF.(;) obtinem un drum total de lungime
mai mica decat S, deoarece A;Fy ;) + AjFy ) > AiFrj) + AjFr (diagonalele in patrulater au suma
lungimilor mai mare decat suma lungimilor a doua laturi opuse). Contradictie.

Problema 9| Sa se demonstreze ca orice poligon convex de arie 1 poate fi inclus Intr-un dreptunghi

cu aria 2.

Solutie. Fie [AB] diagonala de lungime maxima a poligonului. Prin A §i B construim perpendic-
ularele a, respectiv b, pe [AB]. Sa consideram unul dintre semiplanele determinate de dreapta AB in
care se gasesc varfuri ale poligonului. Dintre acestea, fie C' un varf pentru care distanta la [AB] este
cea mai mare posibild; prin C' ducem paralela ¢ la AB care intersecteaza pe a in M si pe bin N. Daca si
celalalt semiplan determinat de AB contine varfuri ale poligonului, obtinem un varf D cu proprietatea
ca distanta de la D la AB este cea mai mare posibila si paralela d la AB care intersecteaza pe a in )
si pe b in P. Evident, poligonul dat este inclus in dreptunghiul M N PQ).

Deoarce aria poligonului este cel putin egala cu

A[CAB] + A[DAB] = %AB -d(C, AB) + %AB -d(D, AB) = %AB NP = A[MNPQ),

rezultd ca A[MNPQ)] < 2.

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro



¢

)ViitoriOlimpici.ro Concursul Gazeta Matematicé si Viitoriolimpici.ro

2 Probleme propuse

10.

O multime finita S de puncte din plan are proprietatea ca orice dreapta care trece prin doua
dintre punctele lui S trece si printr-un al treilea. Demonstrati ca toate punctele lui S sunt
coliniare.

Varianta: Daca n puncte ale planului nu sunt toate coliniare, exista o dreapta care trece prin
exact doua puncte.

James Joseph Sylvester (1893)

. S& se determine multimile A C N*, cu cel putin doua elemente, avand proprietatea ci pentru

x —
orice x,y € A, x > y, rezulta r—y € A.
(z,y)

Concursul Nicolae Coculescu 2007

. Si se arate cd ecuatia 22 +7% =3 (,22 + t2) nu are solutii in multimea numerelor naturale nenule.

1 1 1
. Se considera multimea A = {1 + 3 + 3 +...+—|neN, n> 2} . Sa se demonstreze ca ANN =
n
.
y o . y y 1
. Sa se demonstreze ca, pentru orice numar natural n > 1, numarul s,, = 1+ 3 + 5 + ...+ M1
n

nu este natural.

. Intr-un tabel n X n se scriu numerele 0 si 1 astfel incat daca la intersectia unei linii cu o coloana

se afla 0, atunci suma elementelor de pe linia si coloana respectiva este cel putin egala cu n. Sa

2

o . . o n
se demonstreze ca suma celor n* numere din tabel este cel putin egala cu >

In fiecare punct laticial scriem un numar natural. Fiecare numar scris este media aritmetica a
celor 4 numere vecine (sus, jos, stanga, dreapta). Demonstrati ca toate numerele sunt egale.

USAMO 1983

. Intr-un patrat 10 x 10 se scriu numerele naturale de la 1 la 100 in mod arbitrar. Elementele

fiecarei linii se rearanjeaza (pe aceeasi linie), in ordine crescatoare, de la stanga la dreapta. Apoi,
elementele fiecarei coloane se rearanjeaza (pe aceeasi coloana) in ordine crescatoare de sus in
jos. Sa se gaseasca valoarea minima a sumei numerelor aflate la final pe diagonala stanga sus —
dreapta jos.

Clock-Tower Juniors Competition, 2009

. Intr-o tara sunt 100 de aeroporturi si distanta dintre oricare doua din ele este diferita. Din fiecare

port decoleaza un avion si zboara spre aeroportul cel mai apropiat de el. Sa se demonstreze ca
in niciunul dintre aeroporturi nu pot ateriza mai mult de 5 avioane.

Douazeci si trei de prieteni, avand greutati exprimate in numere intregi decid sa joace un meci
de fotbal. Unul dintre ei este ales pentru a fi arbitru, iar ceilalti se impart in doua echipe de
cate 11 jucatori, fiecare dintre echipe avand aceeagi greutate totald. Se observa ca impartirea
in echipe cu aceeasi greutate poate fi facuta indiferent de cine este ales arbitru dintre cei 23.
Demonstrati ca cei 23 de prieteni au aceeagi greutate.

USAMO 1989
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11. Se considera n > 3 puncte in plan astfel incat oricare trei puncte formeaza un triunghi de arie
cel mult egala cu 1. S& se arate ca toate punctele se afla in interiorul unui triunghi de arie cel
mult egala cu 4.

12. Sa se demonstreze ca orice pentagon convex are un varf pentru care distanta de la acest varf la
latura opusa este strict mai mica decat suma distantelor varfurilor alaturate la aceeasi latura.

Baraj 2 OBM+OIM 2008

13. Fie S o multime finita si F multimea tuturor functiilor f : P (S) — R cu proprietatea ca, pentru
orice X, Y C S, avem f(X NY)=min(f(X), f(Y)). Sa se determine max |[Imf].
€

Baraj 3 OBM+OIM 2007
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