RUBRICA
ELEVULUI

ASUPRA UNOR PROBLEME DE
GEOMETRIE VECTORIALA

de CLAUDIU MINDRILA, TARGOVISTE!

Introducere

In cele ce urmeaza vom incerca sa rezolvam cateva probleme de geometrie folosindu-
ne de vectori. Problemele alese au o idee comuna de rezolvare, care credem ca va
fi utila cititorilor.

O lema utila

Reamintim un rezultat binecunoscut, si pe care il vom folosi destul de des in cele
ce urmeaza: doua triunghiuri ABC si A;B,C} au acelasi centru de greutate daca

si numai daca AA, + BB, + CCy = ﬁ

Probleme rezolvate

1. Fie A1 As... A, un poligon circumscriptibil si By, Bs, ..., B,_1, B, punctele de
contact ale cercului inscris cu laturile A; Ay, AsAs, ..., A,_1A,, A,A; respectiv.
Daca O este centrul cercului, cu cat este egal vectorul

— 7 - —
[ :A1A2031+A2A3032++AnAlan ?
— —_—
Solutie: Sa observam ca vectorii A1 As - OBy si OBy - Aj Ay sunt perpendiculari si
— —— — —_—
au acelagi modul. Daca v' = OBy - A1Ay + OBy - AyAs+ ...+ 0B, - A,A; atunci
ﬁ
este clar ca v’ se obtine rotind @’ cu un unghi de 90°. Dar cum OB; = OB, =
— _— — —_— — Ly =

...= OB, = avem ¢/ :r<A1A2+A2A3+...+AnA1> — 0 deci T =0.

2. Fie H ortocentrul unui triunghi ABC. Aratati ca
BC — (CA — AB — —
— HA+— -HB+—-HC=0.
A T4 g HE Y e O

Dan St. Marinescu, V. Cornea, V. Pop, O.N.M., 2007, enunt partial

. . BC — | = . . : y
Solutie: Vectorii — - HA si BC' sunt perpendiculari si au acelagi modul. Daca

HA
— BC —  CA — AB — o .
v o= TA HA + Vi) HB + 7o HC atunci rotind acest vector cu 90° el va

deveniv—’):B—C>'+CT>4+A—B>:6>deciW:6>.
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3. Fie D, E, F puncte in exteriorul unui triunghi ABC' astfel incat AABD ~
ABCE ~ ACAF. Aratati ca triunghiurile ABC si DEF au acelasi centru de

greutate.

AD
Solutie: Scriind rapoartele de asemanare si prelucrandu-le ajungem la — =

AB
— = C— = k. Tot din asemanari avem i DAB = EBC = FCA = ¢. Acum,
bo A e - o
consideram vectorul v" = AD 4+ BE + CF' pe care il rotim cu unghiul ¢ si care
va deveni v = kAB + kBC + kCA = 0. Deci v = 0, ceea ce conform lemei

inseamna exact cerinta problemei.

4. Pe laturile unui triunghi echilateral ABC' se considera 6 puncte dispuse astfel:

Ay, Ay pe BC; By, By pe CA si C1,Cy pe AB. Aceste 6 puncte sunt varfurile

unui hexagon convex A;A;B;ByC1Cy cu toate laturile egale. Demonstrati ca

A1By, B1C5, CiAs sunt concurente.

Bogdan Enescu, O.1. M. 2005

) o N == 7 A~ — — 7 T —_—

Solutie: Sa notam u = ByCy, v/ = CiCy, v = ChA;1, v = A1Ay, W = AyBy,
—% % v . . )
w' = B;Bs. Se observa imediat ca

— — —

T4d +T+0 +W+w = 0.

. —> H . . . oA . . . .

Dar vectorii v/ , v' , w’ au lungimi egale si formeaza intre ei unghiuri de 60°, deci

u +v +w = 0 ceeaceconducela v + v+ w = 0 sau v + v = —w. Dar

suma a doi vectori cu aceeagi lungime este egala cu un vector cu aceeasi lungime,

L=

deci atunci unghiul dintre ei este de 120°. Deci vectorii w, ¥, w se obtin rotind

. . . . . . .. ﬁ ﬁ %
pe unul dintre ei cu unghiuri de 120° respectiv 240° (ca si vectorii v/, v’ , w').

Deci triunghiurile A;As By, B1ByC4, C1C3A; se obtin rotind pe unul dintre ele cu
aceleagi unghiuri anterior mentionate. Asadar vom avea A1B; = B;C; = C1A;.
Mai ramane de observat ca dreptele Ay By, B1Cs, C1As sunt mediatoarele laturilor
triunghiului A; B,C}, deci sunt concurente.

5. Fie ABC' un triunghi cu centrul de greutate G si cu proprietatea ca <GAB =
JSGBC = ¥GCA. Demonstrati ca triunghiul este echilateral.

Claudiu Mindrila
Solutie: Fie x, y, z € (0, co) pentru care GA = z- AB, GB =y - BC, GC =
z - CA. Considerand ¢ valoarea comund a unghiurilor egale din enunt si v =

GA 4+ GB + GC = 0, rotind acest vector cu unghiul ¢ el va deveni v/ =
— —_— — — o
xAB + yBC 4+ zCA = 0, ceea ce conduce la x = y = z. De aici deducem
2 2 2 2 2 2
Mg m m m m m, +my +m 3 .
e —b = —_< = k e l{j2 = 2 = ) = ¢ = a b c = = S1
c a b c? a? b2 a? + b2 + 2 4

mai departe scriind relatia medianei obtinem usor 2b®> = a? + ¢2, 2¢®> = a® + b2,
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2a% = b? + 2, relatii care scazute doud cate dous conduc la a? = b? = ¢2, adica la
a="b=rc.

Aplicatii

1. Fie triunghiul ABC', I centrul cercului inscris in acest triunghi si M, N, P
punctele de tangenta ale acestui cerc cu laturile triunghiului ABC.

—_— = — =
Daca IM + IN + IP = 0 atunci triunghiul ABC este echilateral.
Dorinel Anca, Minus 1/2010

2. Fie ABC un triunghi astfel incat masurile unghiurilor A, B, C sa fie mai
mici decat 120° si M un punct din interiorul sau. Fie A; € (AM), B, € (BM),
Cy € (CM) astfel incat AA; = BBy = CC}. Sa se arate ca AABC si AA;B1Cy
au acelagi centru de greutate daca si numai daca m(B/]W\C) = m(@) =
m(AMB) = 120°.

Dan Stefan Marinescu, Viorel Cornea, concursul ,,Gh. Lazar”, 2005

3. Demonstrati ca daca inaltimile AD, BE, CF ale AABC satisfac

— — — —
4AD 4+ 19BE + 25CF = 0,
atunci AABC are un unghi cu méasura de 60°.
Cristinel Mortici, concursul ,,Chindia”, 2010

4. Fie un triunghi ABC si P € Int (ABC) astfel incat m(P/A\B) = m(P/B\C) =
m(P/C’\A) Aratati ca daca
— — — -
AB-AP+BC-BP+CA-CP= 0,

atunci AABC este echilateral.
Claudiu Mindrila

BIBLIOGRAFIE

[1] D. Serbanescu — O demonstratie a unei teoreme a lui Newton, Gazeta Mate-
matica nr. 10/2003

[2] M. Baluna, R. Gologan, D. Schwarz — A /6-a Olimpiada Internationala
de Matematica, Gazeta Matematica nr. 9/2005

54



